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摘 要

本文对于环形薄板单元取包含贝塞尔函数的谐振变形作为形状函数
,

解决了关于特殊函 数的

复杂积分问题
.

从而精确推导了环形单元的动刚度矩阵
,

并用直接刚度法进行了校核
.

接着
,

又

着重于将封闭形式的动刚度矩阵
,

按频率平方的升幂式展开
,

得到了简洁完备的结果
,

以此 作为

结构动力特性分析和响应计算的基础
.

一
、

引 言

所谓动态有限元
,

即单元的质量和刚度 矩阵均依赖于体系的固有频率呼
’. 卜

在动态有限元

法中
,

构造单元的质量和刚度矩阵有两种途径
:

一是将单元谐振变形函数矩阵〔H (r
, 。么

)」展

开为关于频率平方 扩 的幂级数
,

得到各幂次的动态形函数矩阵 口城H
:
(
r
)〕 (l ‘。

,

1
,
2

, ,
· ),

而其中零次动态形函数矩阵〔H
。(, )〕即为常规的静态形函数矩阵

‘

在此基础上形成的动态单

元 矩阵也为频率平方 。“的幂次项 。“‘〔刃
‘(r )」或 。“‘〔刃 ;

(r) 」之和
‘“, .

二是 直接利用单元动

态形状函数矩阵〔H (r
,

。 “

)」形成动态单元质量和刚度矩阵〔河(r
, 。“

)」和 r笼 (r
,

。“)〕,
尔后进

, 步展开为关于频率平方 扩 的幂级数 。啊 万
:
(r )」和 。啊了

:
(

,
)〕 (l= o

,

l
,

2
,

⋯ ) , 其 中 零

次动态单元 矩阵〔卫
。

(r )〕和 仁叉
。(r )〕即为常规的静态单元矩阵

.

两种做法具有异 曲同工的作

用 ,
本文提出并在环板单元上实施了后一种做法

.

无论用哪种方法
,

展开后的幂级数须取有

限和的形式 [3]
.

,

文献〔4 」推导了具有孰向力的梁元的动刚度矩阵
,
其矩阵中的各元皆为 固 有 频率 。的

函数
.

但尚不能直接利用这一结果进 行有限元计算
, 因为矩阵元素在开始时是未知的

,

无法

用之组装成结构的总体动刚度矩 阵
.

本文则对环形薄板单元发展了这一工作
,
并使矩阵迭加

和特征值求解成为可能
【“’.

形成动刚度矩阵也有两种方法
,
一是按直接刚度法即由力与位移

的关系导得
,
二是用能量变分原理形成质量和刚度矩阵随后推得

.

本文已证明
「

了两种方法的

等价性
.

文中对于环浴薄板单元
,

选取包含贝塞尔函数的谐振变形作为形状函数
,

解决了关于特
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殊函数的复杂积分问题
r。’。

从而精确推导了环形单元包含离心力及不计离心力效应的动刚度

矩阵
,
并将其封闭形式按频率平方的升幂级数展开

.

利用单元的轴对称性
,
将具有不同节径

数目 n 的情况分开处理
,
并虑虑了

n = O 和 n = 1 时的奇异情况
,
得到了简洁完备的结果

, 以

此作为结构动力分析秘响应计算的基础
‘

一
_ 一 厂

二
、

环板单元的质量和刚度矩阵

如图 1 所示环板元
,

在含离心力效应
f “, (设在板内产生的径向力和周向力大小均为 刀 )

,

则中面各点的法向振型 砰 应满足方程
:

V “V :
研一 (刀/刀)V 名

不一几
4
附= 0 (2

.

1 )

其中
,
微分算子

弯曲刚度

口么
.

1

V
“

=
一

万〕
一

十
、

丁
U 了 r

口
.

l a
‘

‘一 十
一了

洲

两 万

口r r 一 口口

刀== E h
s

/ 1 2 (1 一拼
2

)

护二砂“
洲 (2. 2 )

。 为振动频率
, h 为单元厚度

, p
,

E 和 拼分别为材

料密度
、

弹性模量和泊桑比
.

由于对应不同的节径

数 n ,

振型是相互正交的
,

故可令
圈 j 日极及环形单元

附= 习 R
。

(r
,

凡)e o so o (2
.

3 )

代入 (2
.

1) 式
,
由单元边界条件

,
解得

刀
.

(r
,

九)二「N
”

(r
,

又)J[ S
。

(几)」
一 ’{g }

。

(2
.

4)

其中
, 毛q卜

。

为由环板元内
、

外半径上的 位移 ‘。 , , 。
和转角 诱

。 ,
‘

访
。
所确定

:

佃}
。

= (。
。 ,

必
。 , 。。

,

九)万

而 [N
”

(r
,

义)〕= (J
二

(几
, r
)

, y
”

(几: r ) , I
。

(久
Zr )

,

K
。

(几
: r ))

上式各贝塞尔函数的变量中
, 兄: 和 汽: 满足下式

:

还{ , 一刀/ (2刀) + 以(万乃万了
‘

刁
‘一 , 又圣‘刃 / (2刀) + 斌刃夕瓜刀jl可

‘

在 (2
.

4) 式中
,

一
‘

(2
.

5)

(2
.

6)

(2
.

7 )

r
了
·

(“
‘a )

〔粗切
一

}器锣
戈几J : (几: b)

Y
。

(义
: a )

凡Y 二(久;a )

Y
.

(之lb)

几Y二(几lb)

I
。

(元
Z a )

几I二(几声)

1
.

(丸
: b)

几I二(几: b)

K
。

(几: a )

几K 找几刃)

K
。

(几
Z
b)

几K 二(之Zb) ! (2
.

8 )

可构成单元的质量矩阵亡刃
。

(幻〕和变形刚度矩阵【室
。

(幻J分别为
:

。,
·

(‘)J

一
p“〔s 一

(‘)。一
{:
。、

·

(·
,

‘) :
·: N

·

(·
,

‘) :
·d二 仁5

.

(‘) : 一

〔‘
·

(“)〕
!

一
, 〔S

。

(‘) :
一

L

,

}:
〔。

.

(
· ,

“) :
·
〔。

。 :〔。
.

(·
,

“) :
·d二 〔5

.

(“) : 一

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

这里
,
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{
(n = 0 )

(称斗 0 ) (1一拼)/ 2

1拼八廿
且

了‘了,..龟、、

一一
�‘J

0拼
尸卫‘

夕笠丝
丝互兰:
夕二

口r z

( 2
.

1 1 )

冬旦哑要丝过
一
鉴〔N

”

( , ,

久)j
f 甘 I 口

Z n 口〔N
二

( r
,

几) 」
r 口r

一

夕〔
N

·

(”
,

“’」

‘厂...卜.....‘
、

月
,f目、.J�

确

滩
r
子‘、

招B
尸‘‘

由于离心力的作用
,
在板内产生附加的弯曲应力和弯曲应变能

,

从而得附加刚度矩阵
:

〔‘
·

‘“, 〕2

一
, [Sha (切一

{:俨凡留鲤
一 “「N
畜四

+

答
。N

。

(
· ,

‘) : ·。、
,

(·
,

、) :
}
·、r

·

〔S
。

(‘) :
, !

( 2
.

1 2 )

由 ( 2
.

7 ) 式 ,
可得

刀二刀(赶 一只圣) (2
.

1 3 )

所以 ,
由 ( 2

,

1 0) 和 ( 2
.

12 ) 得单元 刚度矩阵
:

〔刃
。

(几) 」二 [刃
。

(几) 〕: + [ 叉
。

(只) 〕: ( 2
.

1 4 )

可以证明 ( 2
.

10 ) 式中被积函数 ,

4仁B
。

( r
,

又) 」? 仁拼
。

〕【B
。

( r
,

之) 〕二 2 ( 1 + “)〔L : (凡) 〕〔N
,

( r
,

几) 〕
,
仁N

。

( r
,

汽) 〕仁L : (几)〕

+ ( 1一拼)〔L Z ( r )」{〔N
。 一 : ( r

,

久) 〕, 〔N
。 一 : ( ,

,

几) 〕

+ rN
, + 2 ( r ,

几) 〕
, 〔N

。+ : ( 卜
,

几) 〕}「L
: ( r )〕 (2

.

1 5 )

其中
,

、,.x.l里12

心.比月
.

滩

一几

一只

、 了鱿

I
, [ : ! (、) 〕一 l

‘:

:

) (
”

日l||L

一一

内

沁2.、

L

可以证明 ( 2
.

12 ) 式中
一

被积函数
,

。
fa [N

。

( r ,

几) 〕r
‘气

—
- -

一又
- -

一一
- - ·

1 口r

口[N
。

( r
,

几)〕

ar

+

黯
。N

。

(·
,

‘)〕
·
〔,

·( r
,

‘) 〕}
二 [L

。(几) 〕〔N 一
:
(
r ,

入)」r【N
。 一 :

( r
,

几) 〕[L
3(兄)」

+ [L
‘(兄)〕〔N

。十 : ( r
,

几)」
尹〔N

。 , : ( : ,

只)」[ L
:
(凡) 」 ( 2

.

1 6 )

其中 ,

,儿

.

几

l0�!t|又

〔L
,
(几) 〕=

一几{
,

〔L
‘

(久)」甲

)⋯
几

1

一

:
:

{
记 : : c

.

( , ) :一

{:
贝叮 ( 2

.

9 ) 和 ( 2
.

1 4 )

〔N
。

( r
,

几) 1
护
〔N

,

( r
,

几) 3r d
r

式转化为
:

( 2
.

1 7 )
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仁卫
。

(几)〕二 a 二p h〔5
.

(久)」
一 , [C

,

(久)〕[S
。

(久)〕
一 ‘

(2
.

1 5 )

「叉
。

(义)〕= (a胡24 )【S
。

(只) J
一 ”{2 (主+ 拌)〔L

; (凡)」盯C
。

(兄)」〔L ; (元)〕

+ (1一拼)〔L :
(几)〕([ C

, 一 2 (几)」+ 仁C
。 + :

(几)〕)[ L
: (久)〕

+ 2以孟一鱿)(〔L
3
以)〕〔C

。 二 ,

(几)〕[ L 3
以)〕

+ [与 (几)〕「C
, + , (义)」[ L

.

(几)〕) }厂S
”

(几)〕
一 ‘ (2

.

19 )

从而 , 对「刃
。

(幻〕和〔笼
”

(幻」的求解归结为对 (孰
一

1 7 ) 中的贝塞尔函数乘积锄口权积分
.

由

(2
.

1 5 ) 和 (2
.

1 9) 式可得动刚度矩阵【D
,

(人)」为
:

〔D
。

(久)〕= [了
。

(久)〕一。
名〔卫

,

(久)〕
.

(2
.

2 0 )

显然
, 【卫

,

(几)〕, [叉
。

叮风)〕和「D
。

(久)〕都是对称矩阵
。

三
、

动态有限元的动刚度矩阵

根据附录
,

(2
.

1 7) 式矩阵【C
,

(几)〕中第 ‘行第 j列元素以切可以依次积出
:

·
“
! 1 , 一

{:
r J : (“1·)d一 (·/ 2“

1

)〔(“
1

一
。:
/“

1·
, J“(“

lr ) + “
1·J“

2 (“
1·

)〕
{:

“
耳2 ’

一护
! ’一

{:
·‘

·

‘“1·
, Y

·

(“1·, “·

下:
·
‘2“

1

,「“
二

一‘/ “
lr , ‘

·

(“
!·, y

·

(‘! ·,

丫
lr J‘(几

lr )Y二(又
l r )〕

‘

!
·

”
一

二
c
盆

, 3 , = c
护

, ,
一}

。r J
·

(“: r )了
·

(只
Zr
)J r二 (r / (“: + “孟))[“: J

·

(只
:”)I二(元: r )

一“1
“‘“

王· , I ! (“忍·)〕
1:

:

·
““

’

一梦
‘’一

{:
·‘

·

(“
1·, 尤

·

(“
2·, “·万(·/ (“‘+ ” , , 〔‘

·
‘

·

(“1· , ‘“(“
2· ,

一久: J二(几, r )K
”

(久: r )3

户
c
舒

2 , =

c
护

, , =

{:
·Y“(‘1·)d一 (·/ 2“

1

)〔(‘!

卜一/“
! r , Y , (“! r , + “

1·Y“
2

(‘1
‘

·, 〕{:
·
扩

2 ) 一

{:
·Y

·

(“1·)I
·

(“2·) d一 (·/ (“: + “: ) ): *
Zy

。

(, , ·) , : (, : ·
)

一“l y ‘(‘工· ,‘
·

(“
2 · , ,

1:
·
分

2 )一

{:
·y

·

(“
1·)K

。

(“2·)d一 (·/ (‘: + “; ))〔“
Z
Y

·

(
i

; 1·)K 二(‘2 ·)

一“1”“(‘1·, K
。

“
Zr )〕
{:

、

{:
·‘: (“

Zr )d一 (r / 2 “
么): (‘

2犷+ ‘ /“
: ·, ‘“(“Zr )一“: ·I。(‘

: ·),

{:
。护

3 )一

{:
·I

·

(“2 , , K
·

(“
2·)d , 一 (·/ 2 , 2 , 〔‘“

2· + 一 / “
2 , , I

·

(‘
2·, K

·

(“
2 ·,

一一一一一一
4)幻砂住”侣.臼.

CCC

一几: r l二(几: r )K 二(久: r
)」

。。
4 夕一

{:
, K : (“Zr )d一 (·/ 2“

2
)〔邸

2·+ 一/“
2 , )K , (‘Zr , 一“

2 ·K 护‘“
Z r ),

山此 ,
进一步得到

【L : (之川〔C
。一 :

(注)」+ 〔C
” + 2

(义)〕} [L
Z
以)〕= 2 [L

:
(义)〕[ C

,

(久)」[L
:
(只)〕

+ (4 /久;久二)〔L
: (久)〕【S

,

(久)〕, 〔U
。

〕[ S
。

(几)〕〔L
:
(通)〕 一、

{
. “

其中
,

(3
.

2 )
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〔U
。

〕=⋯
n Z

/ a ,

一价/a

0
‘

O

一矛/a

1

O

0

一”2

/ b
Z

价/b 诵

·

”

、
”
}

n ’

/ b l
一 1 /

(3
.

3 )

再利用 r3
.

1) 式得到
- 一

. _

「乙
3

(几)〕[ C
, 一 : (几)〕[L 3

(久)J+ 「L
‘

(又)〕亡亡
” 十 : (凡)〕亡L

‘(几)二

‘〔几(丸)〕+ 亡S
。

(几)〕
r [ T 。」ts

。

(久)〕 (3
.

4 )

其中

、1......斗.1/

〔L
。

(几)〕=

2之Ic益
, ”

2几{c轰
2‘,

一 (久互一久1)
。
护”

一 (从 一几至)
。
护
‘’

2几受c孟
‘2 ,

2几圣
。
孟
2 2 ,

一 (从 一几1)c
护

2 ,

一 (几孟一只{)。护,

一 (从一丸t)嵘
‘” 一 (从一欢)。分4)

一 (赶一 几{)
。
护

s) 一 (祝 一从 )。护“

一 2七
c
护

3 , 一 2从
c
护
引

一 2之; c护
3 , 一 2 元璧c 华

4 ,

.

扩eel卫于l吸,ee

。
、

o
}

b

}
O尹

n
�j‘U

000a

o一00
/

了....,..毛\

一一T
�卜L

将戈3. 2) 和 (3
.

4) 式代入 (2
、

1 9) 1式
,

得
_ 1 -

〔r
‘

·

(几)卜
a
胡 [S

·

(几)〕
一 r { [L

:
(几)〕〔C

·

(久) 〕〔L , (几) 」
一

+ (之卜几: ) [L
。

(几)〕/ 2

+ ( 1 一拼) [L Z

灯久) 」rs
.

(义) :」矛 [U
。

〕〔S
。

(几)〕[L
: (久) 〕/ (久

:兄2 )
么

}

一 + a
胡 (从 一几; ) 〔T

。〕/ 2 ( 3
.

5)

如果不计离心力作用
, 即令 刀二 0, 则由 ( 2. 7) 式得

」 ~
一

、
-

久
,
= 几= 几 一

、
一

了 ,
.

一

代入 (3 石 )
:

式得

⋯
‘

一

“
仁刃

。

(几)卜
a 二口戎( i 一拼)〔U

。

〕+ 仁S
。

(久) 3
一 , 〔L : (久)〕〔C

二

(汽)〕仁L : (几) 1仁S
。

(久) 〕
一’}

。.
、

‘

厂 一 (3
.

6)

将 (2
.

1 5 ) 和 ( 3
.

6 ) 式代入 ( 2
.

2 0 ) ,
得到动刚度矩阵

:

[D
。

(几)〕二a
叨{ ( z一拼) 【打

”

〕+ 〔F
,

(久) 〕} ( 5
.

7 )

其中
, 〔尸

”

(久)〕二久2 [才
。

(几)〕[s
。

(几)」
一

“ ( 3
.

5 )

、J产OUO口
了.、

、;.......尹一几a J江久a)
a J ”

(久a )

久bJ二(之b)

一bJ ”

(之b )

一几a y 只几a )

a y 。

(久a )

久by 二(久b)

一 by 。

(几b)

义a l 二〔只a )

一 a l
”

(几a )

一久bl二(几b )

bl
.

(几b)

肠K 点(肠 )

一 a K
。

(还a )

一几bK 二(几吞)

bK
,

(只b )

犷

⋯
又

一一
�l目、.2.

滩了‘、
.A

尸IL

也可以直接利用边界动荷载与节点位移之间的相应关系
,
导出上述结 果 一

如图 2 ,
环板

元内的等效剪力 厂
.

( r
,

0) 和弯矩 M
,

(
r ,

0) 为
:

:
.

( , ,

。。一 , [豁(纂
1

十— 生
一
自 +( ‘弓对了李一李、飞R

,

( , ,

几) 。os no

U r r / 了 、 r U r / J

·
一 ’

-
· .

一
’

一
_ -

( 3
.

10 a )
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M
·

(一“)一 , l纂
+ 。

(
1 d

d r

~ 2 、 ,

一奔)]
R

·

(r
,
几)c o s no

圈 2 单元的边界力

和边界位移

(3
.

1 0b)

记 0 = o 处的剪力 犷
.

(a
,

0)二犷
。 , 厂

。

(b
,

0 )= 犷
。和弯 矩 M

.

(a
,

B)

= M
。 ,

M
。

(b
,

0) = M
。 ,
其中 犷。和 M

。

与 才
。 和 九 的正方 向相

反
。

由此组成下列力向量 王P }
, :

、, }一{:
‘

(·厂
·

(a
,

”) 一M
.

(·
,

。) 一。。
,

(。
,

。) 树
.

(。
,

。))·

· e o s nod s= a 二(a厂
。
一 a

M
。
一 b犷。 bM

。) , (3
.

1 1 )

将 (2
.

4) 式代入 (3
.

1 0)
, 继而代入上式

,
得

{P }
。

= [ D
。

(几)」{g 卜
。

(3
.

2 2 )

这 里的 〔D
。

(几)〕与(3
.

7) 式相同
。

所以用直接刚度法可推导出一

致的结果
。

四
、

动刚度矩阵的升幂展开式

为与常规的特征值求解方法相协调
,

现将〔D
。

(几)〕按 汽的幂级数展开
,

即写成如下形式
:

[ D
。

(几)] = [刀
。 。〕+ 久[D

。 , ] + 几么[ D
. : 」+ ⋯ + 几“ [ D

. 。〕+ ⋯ (4
.

1 )

其中

〔D
。。
〕= [ D

。

(几)〕l
; . 。= a

胡(1一拼)[ U
。

〕+ a

动〔F
”

(几)〕}
、。 。

(4
.

2)

「”一〕一若
d 研

一

议九而
【D

。

(几)〕
a
胡 d 价

: · o 一 仇一 d几,
[F

。

(之)」 (脚 = 1
,

2
,

⋯

(4
.

3)

注意到上 式中的〔F
。

(几)〕中包含有特殊函数
, 当 几, 0 时为 。/0 型 ,

须多 次 使用罗必塔

第一法则
,
才能得到确定的极限值

。

而 箭
。;

。

以)卜, ·〔T
3

〕+
备,[F

。

(* )卜专。
: : 〕·。F

·

(“)卜贵
〔F

·

以 ): 。T :〕

一

贵
。F

·

(‘): 〔T
Z

〕〔F
·

‘“, “
(4

.

4 )

其中
,

、、..les..z
了

0
�

0八
U
On

�八U八U八U2
口八Un
.�“�了....百lee又

一一
, .‘曰

3T目IL

、

1
.......产0on

�1几0
�0

00

Co0n
甘0

”2 / a

O

, 2
/ b

0 一bZ

0 0

斋
〔凡 (几’

== o (小 为 4 的非整数倍 )

!
; . 。 一〔v

·

〕+ 「T
‘

〕’ EF
,

(0 ) “+ [ F
·

(”) 1
·

[r
4
)

,
「F

。

(o )〕
·

[ T
:
」+ 〔T

,
〕

, [F
.

( o ) 〕
·

[T
。
〕

,
[F

。

(o ) 〕
·

[T
:
〕〔F

。

(o ) J+ 〔F
,

(o ) J
·

〔T
ZJ〔F

,

(o ) 〕
·

【T
。

」 ( 4
.

5 )

幻几几凡++
l一4少一以
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‘

、了内O孟
‘‘了、

、

l
少(8”

2
+ 招 )

a 名

一 (4摊
, + 7)a s

0

O

一 (4沪 + 7 )口8

8召4

0

0

O

O
.

一 (sn 么+ 1 2 )b么

(4价 + 7 )石
s

0
_

0

(4”忿+ 7 )bs

一8 b4

on
�/‘.

1
卜ee戈

一一
�JI

日犷
一l‘

.户

、.........尹
000护

0U

3 a 4

一 1 0a 3

0

0

0

0

3 b‘

一 1 0 b8

0 0

4 a s o

nt,a

O口

0 0 0

0 0 4b8

式代入 ( 4
.

1) 式
,

得

[D
”

(。 )卜 [D
, 。

〕一。 2厂万
” 2」一。4 [D

, ‘

〕一

〔D
”。

」= [D
。。〕

。 , , 二p h 砂
4 。 。 , , 、 ,

}
〔D

, :
〕= 一

’
,厂少

一

犷, 飞
一

「F
。

(几) 〕】“ -

一 4 ! d 凡
“ “ ” 、 2 ‘

}几
一。

( 4
.

7 )

( 4
.

sa )

( 4
.

sb )

[刀
. ‘〕二 一

退妙警产对
,
弄

一

〔F
·

(‘, ,

}一 ( 4
.

8。)

将 ( 4
.

2 ) 代入

( 4
.

9 )

其中
, 「刀

,

〕如

吸

( 4
.

8 a) 式 ,
得到当

”> 2 时的系数矩阵
:

〔氏
。〕= 。

动 (1 一拼) 〔刀
,

」+ ( a
切/刀

。

)「U
。

〕

( 3. 3 ) 式所示 ,

J
”
二 (二/ a b) (d e t「S

。

(几)」/几4 ) I : 。 。

= {n Z〔( b/
a ) 一 ( a / b) 〕“一〔( b/ a )

”
一 ( a / b )

”

1
, }/ Z n 么( n

Z
一 i ) ( 4

.

10 )

矩阵「U
。

〕第 i 行 j列元 素
。
公
了,
依次为

、‘l

⋯
碑

⋯!
�

u
二

, ‘, 二一 {2 [ (
。2一 z ) 一 (

n Z一2 ) ( a / b)
“

」+ 〔( n 一 1 ) (b/ a ) 吕
” 一 ( n + i ) ( a / b )

“”

〕}/ ( ”2 一 i ) a 么

。
公

2 , 二 。
护

, , = 王Zn ( a / b) 么一〔(”一z ) ( b/
a )

“”
+ ( ”+ 1 ) ( a / 6) “

”

〕}/ 。(
。么一 1 ) a

。2 5 , 二 。护
, , == {一 (价一

n 一幻 〔(b/ a )
’ 一’一 (

a
/ b) 一

’」+ ( n : + n 一 2 )〔( b/ a )
. 午 ’

一 ( a / b)
” 十’〕}/ (”2 一 1 ) a b

u
分
‘, 二。

护
‘, 二 {( n + z ) [ ( n 一幻 (b/a )

” 一 ’+ n ( a / b )
‘ 一‘」一 ( n 一 1 ) [ , (b/ a )

. + ‘
-

+ ( n + 1 ) (a / b)
” + ‘〕}/ 称(矛一 1 ) a

。
盖
含2 , 二戒2 [ (n2 一 1 )一 , 么( a / b) “」一 以卜 1 ) (b / a ) : ”一 ( 。+ l ) ( a / b) 忍

.

〕}/ 。2
( , 2 一 1)

。
护

, , 二 u
护

, , = 魂一 ( n + 1 ) [。( b/ a )
’ 一‘+ (。一幻 (

a /b )
” 一‘
〕+ ( , 一 z )〔(

n + 幻 ( b/ a )
. 十 ‘

-
.

+ n ( a /b )
” + ’
」卜/ n

(。
2一 1 ) b

u
护

4 , 二 u全
, , = { ( n + i ) [ (b/a )

”一 ’一 ( a / b )
“ 一‘

卜 (。一 1 ) 【(b/ a )
”+ ’一 ( a / b )

“ + ‘
〕手/ n (价一 1 )

。
护幼 = 一 {2【(

n 忍一 2 ) (b/a )
忍一 ( n Z一 l ) J+ [ ( 。+ 1 ) ( b/ a ) 2 ” 一 ( n 一 1 ) (a / b) “

.

」}/ (。: 一 i ) b
吕

u护
4 , 二 。护

3 , = {一 2。(b/a )
“+ [ ( n + 1 ) ( b/ a

)
“.

+ (。一 1 ) (a / b)
“.

〕}/ n ( n 蕊一 1 ) b

。分
‘, 二 一 笼2〔(。

, 一 1 ) 一 。“( 6 /。)
“
」+ 〔( , + 1 ) (6 / 。) ’一 (

n 一 1 ) (a /b )
’.

J}/ 。,
(。

, 一 x )
- 」 .

L 飞

( 4 1 1 )
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将 (4
.

5) 代入 (4
.

5) 式 , 经过一条列化简推导得
:

[D
” :

卜
一 (a即h/ 4 1)([ r

”

」+ (i阿
。

)仁犷
.

〕尸 (4 /刁 : )〔护
。

〕)
’

(4
.

1 2)

其中
, 才

。

和 「V
。

」分别如式 (4
.

的 和 (4
.

6) 所示
, 矩阵〔厂

。

〕中各元素时幼依次为
:

v
分”二 6 a ‘ u

分
” + sn、 , u

护粉 一 2 0 a , “
扩”

, ”
分
“, = 。护

‘, 二 lo a ‘ u
扩” 一 lo a , “护

名,

。

公
, , 二 。护

, , 二 s(a 4 + b毛)。公” + 4 n Za b [ (a /b ) , + (b /a )
“

〕。铲
‘, 一 loa s “护

, , 一 io b3。
分
‘,

v
分
‘)

= 。
华”二 3 (a

4
+ b’)。留

‘、
+ 4a sb。卿

, 一 xo a 吕。
护
‘, , 。

铲
, , 二 弓a 4。

分
”

一 _

v
护

, , 二。
护

2 , 二 3 (
a 屯 + b

4

)。护
3 , + 4 a b3 。护

‘’一 lo b
3 。
分

4 ,

v
护
‘, = v

华
恶, = 3 (

a 4
+ b

4

)。护
‘, , v

护
3 , 二 6b 4 。

护
, , + sn 么bZu

护
‘, 一 Zo b3 u

护
4 ,

v
护
‘, = 。

盆
‘, , = z ob ‘u

扩
‘, 一 lob3 u

护
4 , , 。护

‘, == 6 b
4。护

4 ,

(4
.

1 3 )

矩阵〔护
。

〕中各元素 。扩朴依次为
:

”分
‘’二 Za ,

(“护
么, “护

‘’一 “护
‘

}
“
护
‘’) , ”公

2 , == 夕护
‘’‘

,

a ,
(
。

护幼
u
护

, , 一 “
护
‘, : 护

2 , )

。分
“, = , 孟

”, ’= a , (“梦
“, “
护

3 , 一 “
护。

“
分
“,
) + 吞“(。扩

2 , “
护

, ’一 u

幼
‘, 。华

‘’)

. 分
‘, 二 砂华

, , 二a a(。万
2 , , 。梦

‘, 一 。护
. ,心“

, )
, 。护

, , ~ ,
_

护
, , 二 bs

(
。
矗
‘, , 。护

, , 一 。护
‘, 。护

, , )

”护
8 , 二2吞s (u

梦
“, 。
护

, , 一 u护
4 , u
护
”, ) , 。护

4 , = 。护
, , = 6 8 (。护

, , 。护
4 , 一 u护

4 , 。华
‘, )

妙护
盆, 二。护

‘, = 。护
, , 二。扩

4 , = o {
’

(“ ’‘’

类似可求出〔D
”一」

,

【D
。 。〕

,

⋯
,

这里从略
.

五
、

当 n = 仃或1时的动刚度矩阵

对于 ”= o 或 n二 1 时
,

不能直接应用式 (4
.

10 ) 和 (‘
.

11 )
,
因为其中 各式呈 。/0

.

型
·

这时可以利用罗必塔第一法则
,
确定以下极限

:

刁。二 li m 刀
。

‘

璐 ~ 卜 .

刁 l二 li m 刁
。

一今 含

〔U 。1二 lim 〔U
.

〕
月 - 卜O

「U :
〕二 lim [U

,

〕

或 。
台
‘, , = l宜rn 。

犷
, , (i

,

了= i
,

2
,

3
,

‘)

。
;
‘, , = lim 。扩, , (‘

,

j二 1
,

2
,

3
,

4 )

(5
.

la )

(5
.

lb )

(5
.

2 a )

(5
.

2b )

(5
.

3 a )

(5
.

3 b )

以 (4
.

1 0) 代入 (民 1a ) 和 (5
.

lb)
,

得
刁。二 一 { [ (b/

a )一 (a / b)」
: 一 4In 么(b/a )}/ 2

J : 一砚[ (b/ a )一 (a / b )〕
乞一 〔(b/ a )

名一 (“/ b)
乞
〕In (b/ a ) }/ 2

(5
‘

4 a )

(5
,

4b)
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再以 (4
.

1 1) 代入 (5
.

3 a
) 和 (5

.

3 b)
,
得〔口

。
〕和 [U : 〕,

粗阵各元素
。
0(
‘, , 和。

老
‘, ,依次为

:

。盖“
, 二 一 (‘/a

.
)〔i 一 (a /b )

名
〕

u石
‘, , 二。石

, ‘, 二 (2 /a ) [ i 一 (a / b)一 2 1林(匀a )〕
、 ·

。

尸 = “石s1) = (4 /az )[ 1 一 (a /b )勺
、 、

、

u
石
; ‘, = 。“

‘, 二 一 (2 / a )〔(。/a ) 一 (a乃)一 2 (a / a)一; (6/a z」

。
石
. , = 一 2〔i 一 (a /b )

2一 Z ln (b/ a ) + Zln :
(b/ a )〕

。
俨

, = 。
石
3 , , = 一 (2 / b) [ (b/

a )一 (a /b)一 2 (b加)In (b/a )〕

。石
, ‘,

, u舒
2 , = 2 [ (吞/a )一 (a / b)一 ((b/ 。) + (d/b ))In (b / a )〕

。
石
5 3 , = (魂/

a 名)〔(b/ a )
2 一 1〕

u
石

3 4 , = u
吕
4 3 , = 一 (2 /b ) [ 1 一 (b/

a )“ + 2 1n (b/
a )〕

“
百“ , = 一 2 [(6 /a )’一 z 一 Zln (b /

a )
l

一 Zln
皿

(b/a )」

。
l
‘, , , 一 (1 / Z

a , ) [ 4 + (b/ a )
名一 5(a /b )名+ 4(a/b )琴

n (b/ a )」
-

。l
‘: , = “l

名, , 二 一 (i / Za ) [ (石/ a )
名一 (a /b )

: 一 4(a渔)
Z

ln (b /a )」

。l“, 二 。f
, , , 二 (3 / Zab j「(b/ a )

’一 (a /b )
“+ (4/ 5)In (b/a )〕

“l“
, = 。;“

, = (1 / Z a )〔4 一 (b /a )
“一 3(a / b )

“一 4In (b加)〕

u
1
2 2 , = (z / 2 ) [ 4 一 (b/ a ) , 一 3 (a / b )

“一 4(
a
/ b)

“In (b/a )〕

。
至

, , , 二。
;

, , , 二 一 (一/ 2吞)【4一 3 (b/ a )
, 一 (a /b )“+ 4 In (b/a )〕

。 f
Z‘, 二 u l

‘2 , = 一 (1 / 2 ) [ (b/
a )“一 (a /b )

“一4 1n (b/
a ) ]

u
1
0 5 , = 一 (1 / Zb

: ) [ 5 (b/ a )
名一 (a / b)

么
一 4 + 4 (b /a )

“In (b / a )〕

u f
贪‘, ‘“f

4 , , == 一 (1 / Zb) [ (b/ 。)
, 一 (a / b)

“一4 (b/a )
: In (b/a )」

。
;“

, = (i / 2)〔一4 + s(b加)
“+ (a /b )

“一 4 (b /a )
“1。(b/a )〕

(5
.

sa )

(5
.

sb )

将 (‘
.

4 a
)

、

(5
.

4 b)
、

(5
.

5 a )
、

(5
.

sb) 代入 (4
.

9) 式
,
可得到 [仄

。
〕(。二 0或 1 )

结果
。

而公式 (4
.

1 2)
、

(4
.

1 3) 和 (4
.

14 ) 对
n 二。或 , 二 1 的情祝仍适用

.

利用各单元之间的约束关系和结构边界条件
,
将各单元矩阵 〔D

. 。」,
tD

。 : 〕
,

[ D二〕
, ⋯

分别迭加为总体矩阵〔刀
” 。〕

,

〔D
。 :
〕

,

〔D 、〕
,

⋯
,

得到总体动刚度矩阵
:

〔D
,

(。)〕~ [D
. 0〕一。.

rD
。 :
〕一。

4〔氏
4

卜⋯
’

(5
.

6)

特征方程为
:

}D
。

(。) }= o (5
.

7)

由此归结为特征值求解问题
。

若在 (导
.

的 式中只取前两项
,
则可利用常规方法 解 特 征值

。

如果要保留到第三项
, 则基本算式是一个矩阵二次特征值问题

,
从而能高精度地进行动力特

性分析和响应计算
。
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附录 Bes se !函数乘积加权积分公式的证明

Bes se l函数满足如下方程
:

汽
, r , X : (几r )+ 久r X 二(久, )+ (久, r , 一价)X

,
(久r )二 o

人, r , Z : (孟r ) + 几r Z 二(久r )一 (孟
, r . + 护)2

.

(几, ) , o
、

其中
, 一

X
一

林r ) , J. 林r ) 或Y. (Ar )

z. (Ar) , 心Ar) 或心寿)
‘

4

“
设 戈试lr )二J. (l r) 或Y

.

(l r)
、

一
于是 二 l: r , 又监(lr )+ Ir 了二(Ir )+ (l, r , 一 ”,

)叉
.

(lr ) , o

(A
.

1 )

、,刃尹、,
r、.户,、.挤、、J矛n‘.口4

1卜甘丹OA
,

AAAA
产.、护.、了吸1百户、了.、

由 (A
.

l) 和 (A
.

时 联立消去 沪
,

(几一 11 )r万
.

(久, )戈
.

(lr )二

得
.

过
, , ,

,
, , 、

。
。 , , 、 ,

,
. , , 、

_
, . 、 、 ,

‘

价
一

Lr 叱‘泥‘火几 r ) 人
’

云气‘r , 一 八八、灭几r ) X
”
又‘『 ) ) J

所以
,

l
IX

:

(几
r
)叉品(lr )一久X 二(久, )又

。

盯Ir ) 一“

久, 一 1.

当 l一久时
,

rX
一

(几
,
)叉

。

(lr )d
r 二 r

利用罗必塔法则
,

得

成.(几r )戈
.
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