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摘 要

本文采用大挠度理论
,

对正交各向异性表层的夹层扁壳进行了几何非线性的稳定性分析
,

求

出了屈曲载荷并研究了后屈曲特性
.

一
、

引 言

扁柱壳段的稳定性分析
,

是工程中的重要课题
.

各向同性扁圆柱壳
,

在轴向压力作用下

的线性与非线性稳定性分析
,

已在弹性稳定性著作中 (如「1」
、

〔2〕) 给出
.

文「3 」用数值分

析方法研究了各向同性扁柱壳在横向载荷作用下的非线性稳定性
.

夹层圆柱扁壳是航天航空工程中的重要构件
,

它的稳定性一直受到重视
.

文〔4 」研究了

各向同性表层的夹层扁柱壳在轴压下的稳定性
.

文〔5 」研究了复合材料多层圆柱扁壳在轴向

力作用下的后屈曲特点
.

复合材料的夹层圆柱壳具有很高的结构效能
,

是航空和航天结构中所常用的结构形式
,

通常都将夹层板壳的表层铺设 )衍E交各向异性的
,

表层 可以折合为均匀正交各向异性的材料

来作分析计算
,

这样处理要简单一些
.

本文具

有这种应用背景
.

本文给出了具有正交各向异性表层 的夹层

圆柱扁壳在轴向压力作用下的几何非线性稳定

性分析
.

本文采用了大挠度理论
,

导出了具有

正交各向异性表层的夹层圆柱扁壳的总势能表

达式
,

用 R itz 法和稳定性的能量判据
,

求出了

屈 曲载荷 (或应力 )
,

并且给出了后屈 曲的载

荷挠度关系
.

本文假定
:

. 1 央层日拄扁充
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( i > 上下表层为高强度的正交各向异性材料
,

材料的主方向平行于圆柱壳面的母线方

向 (二 方向
,
如图1所示) 和环向 (g 方向)

.

表层按能抗弯的薄壳处理
.

<i i> 夹心层 由软而轻的各向同性材料构成
.

略去夹心层中沿 x 一y面内的应力
,

即 a
:

二

口, 二‘, = 0
.

在夹心层中
,

变形前垂直于中面的直线
,

变形后仍为直线
,
但一般不再垂直于

中面
。

<i ii > 只考虑反对称挠曲变形
, 不考虑脱层问题

,
所以在夹心与表层中假定

e :
= 0

.

<i v > 在夹心与表层中
,

应力价造成的应变可以略去
,

取夹层扁壳的中面为 x 一y 面
,

坐标系如图 1 所示
.

夹心层厚为h
,

上下表层厚度均为f,

夹层扁壳总厚度为 h + Zt
.

设夹层圆柱扁壳的边界均为简支边
,

即二 = o
,

l及g = o , b均为简支边
.

在 二= 0 及, = I

处
,

作用有均匀轴向压力N
: 。 .

本文研究在这样的载荷和边界条件下的正交异性 表层夹层圆

柱扁壳的非线性稳定性问题
.

二
、

变 形 的 描 述

我们用大挠度理论来描述夹层 圆柱扁壳的变形
.

R , = R 是环向的 曲率半径
,

R
‘

一 R
: , = 。

.

设夹层圆柱扁壳中面的位移为

云(劣
, 梦) = 〔

u (劣
,

v)
, v (劣

, v)
,

w (戈、夕)〕

夹心层 内平行于中面的各曲面
,

在 男
,

y方向的位移u( 二
,

y
,

的
,

v( 劣
,

y
,

习形成的在 价
z
面内及

y 一 : 面内的剪应变所引起的法线转角分别为

沪
:

(劣
,

夕) , 叻, (劣
, y)

由此不难得出夹层扁壳上表层的位移为

、.写J!
、‘了‘..少创一劣创

,

y口�口a
-

a、、/
口
‘
、飞.2

“+ = “一
h+ t

2

v +
= v 一

h + t

2

, 一 (
之

一

, , 一

(
:

一

h+ t

2

k + t

2
.

( 2
.

1 )

功 十 = 田

式中
。, 。

表示中面位移 u( 劣
,

功
,

v( 劣
,

功
,

以下都用此简化表示
.

下表层的位移为

“ .
= U 一

h + t

2

/
,

h + 才 \ 口叨 、

,
’

一、
‘’

飞一’而
一

!
产

‘

!
口产叨一y口一口

、、,/
U 一

= V 一
h + t

2

/
_ .

h + t

梦, 一 t z 个
一 一云

、 ‘

( 2
.

2 )

功 ~ = 叨

按照我们所用的假定
, 为保证在夹层扁壳中位移的连续性

,

应取夹心层位移为

_
, h+ t

。

t 口田入
。 一 ‘

气 * 一物 一 下
可/

、

们月t竹门少
_ _

/ h+ t
。

矛 口脚
“一

= “ 一名气一 ‘
一

梦
,

一 1 示
·

\ J盛 f‘ U ‘毛

(2
.

3 )
t) o =

叨 o = 功

虽然
,
由于 者= 0

,

故有w 二 田恤
,

夕)
,
各层的挠度相同

.
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扁柱壳大挠度分析的 G r e e n 应变为

士0 6 1
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考虑到薄壳的假定
: h+ 2t 《R ,

在薄壳结构的允许误差范围内
,

我们可以用 中面的曲率

半径代替整个夹层壳各层的曲率半径
.

将上下表层的位移 (2
.

1 )
、

(2
.

2) 分别 代 入 ( 2
.

4)
,

得

到上表层的应变
:

、lesse弓l
、‘、11百7

川y口口

口u h+ t
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2
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孟‘+2
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一

下表层应变
:

、X、y口日O
,

口
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、、/ J、、布/

她打agh,即口“
己 , = a x 个

h+ t

2
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令
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2
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2
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一一
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口g
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口劣 付
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一

黝
一 2
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+

弋
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夹心层的剪应变

,
由平行于中面的各曲面的面 内位移形成的剪应变及壳体挠曲形成的剪应变

两部分构成
:

、一

影
+

瓮
一 人

吉
‘

(瓮
一

叼
, :一丫

+

豁
一 人

吉
‘

(豁
一
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、.

!
、了‘妞亚...了
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/ ,

h
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.
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.

二 一

a 男 /
‘ ( 夕导

:
h

h+ t

口幼
一

、
口y ,

(2
.

8 )

由此可知 叻
: , 功,

的几何意义
.

变形的描述
,

共用五个独立变元
: “ , 。 ,

叨
,

叻
. ,

砂, .

三
、

本 构 关 系

·

上下表层由同一种正交各向异性材料构成
,

它们的材料主方向平行于 , , 梦轴
.

上下表层

的应力应变关系为
.
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式中E
: ,

E , 为弹性模量
, G

: ,
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, 儿 , ,

夹心的应力应变关系为
r 二

:

二 G
。下二

: , 弓
:
二 G

。夕;
:

式中G
。

为夹心层的剪切模量
.

利用 (3
.

1 )和 (3
.

2 ) , 不难得出
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为了运用能量准则研究稳定性
,

能表达式
.

: , : *·‘, d :

]

瓮)
·

(3
·

5 ,

四
、

总 势 能

下面导出具有正交各向异性表层的夹层圆柱扁壳的总势

由(2
.

5 )
、

(3
.

3 )
、

(3飞4 )
、

(3
.

5 ) ,
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2
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上下表层的应变能为
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综上所述
,
我们导出了具有正交各向异性表层的夹层圆柱扁壳的总势能为

J二U
。

+ U
。

+ U 乙

五
、

解 法

把夹层回柱扁壳的总势能J ,

表达为以编
。 , 。 , 沪

, , 杏为独立变元的泛函
,
则有
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可以导出平衡方程组

:

鄂
+ 一

瓷
l

黔协瓷

(5
.

2 )

= O (5
.

3 )

晶
一

(
N 一

窦
+ 刃

, ,

豁)
+

晶
一

(从
,

摆
一

+ N , 一

豁)

+

扒咖
一
偿一鄂

t至

1 2 (1 一 v ,

声 ,

。〔
E

:

令
+ 2一E , 己‘切

口劣勿y
吕

+ “ ,

令
十‘(‘

一
, G 一

态
恋

一

]
一。

(5
.

4)

E. 鲁
+ v. ,

今猛
一

+ (‘

一v’a卜 (守
十

瓷)+x 暖、一
。

(5
.

5 )



正交异性表层的夹层圆柱扁壳的非线性稳定性 1 0 6 6

一 E ,

斋
+ E ,

窝
: + (卜一

)G 一

(
一

豁
+ 口

,

功八
.

一石 了二f 万 ~ r
口万

一 ,
+ K(箭

一 , ·

卜
” (5

·

6 ,

其中
. ,

_ ZC (1一 v一v , 。) _ 会G
。

(i一
v 二 , v r :

)
“
一一 - 了(砰矛牙—

’一- 一了而
一

—并有相应的边界条件
:

劣== O
,

l时

、IlweL
.

了1...夕
N

.

二

切= 0 ,

尸
_

即
,

一
.

口劣

令
, 二

, , 一。

契
+ v’. 穿

一。

+ 儿 ,

E, 蓄
一 0

,

笠
+

黔一
。

(5
.

7)

夕= 0
,

b时

、卜l.Lee/les少N
r , = N

一二o

口名功
.

口2功

田
到

’ , ,’百玉恋
~

十而产
0

(5
.

8)

, ,哟N
a护

.
、 口功,

一不
~
一 〕 ~ 一 二丁弋

一‘

口y 口劣

, , ,

鲁
+

盟
一”

引进应力函数必
:

N
二

二
口乞中
口夕:

口么中
= 而

名 , N ”二 一
口名巾

口劣口y

枷翻Z吸‘、
、

.

3) 自动满足
.

1 口么巾

由(3
.

3)和 (3
.

4) 可以得到
v r :

口,巾
。

1

瓦 而
‘ 一 百奋a尹 一了

.匕“另
屯尹、

口一a则平衡方程 (5
.

2)
、

口口 l a , 少 v * ,

百云 =
一

万「而
f 一 万‘

口忍巾 叨

石沪一 ,天一 一

)
’

合喘
一

)
可以导出协调方程

:

.

、l户

一夕

口一口了叮几、

一一

)了巾一姚护一护
‘

了、
夕

,�. ,
.啥舀一恶工乞一,�

,
一

. �

口�

‘.几,、

一矛.、电主一��‘++

再利用 ( 3
.

5) 式
,

1 口‘必

万F石牙
不

1
个 一于可一

止二 ,

口么功

一百沪

口4中

口矿

口名功

a沪
(5

.

9 )

我们采用Ri tz 法
,

用能量准则来分析具有正交各向异性表层的夹层圆柱扁壳的非线性稳

定性
.

设挠度函数

(5
.

1 0 )

其中f是待定系数
,

(5
.

6 )可以求出

。‘ js in

平
二 si n

一

等
y一js in a o i叨。

a 二二二/I ,
刀= 二/b

.

m
, , 分别为二 , y方向的失稳半波数

.

由方怪伟
,

s) 和

叻
。

二A f e o sa那in 刀夕

砂, . 毋
sin “co两

(5
.

1 1 )

作
.

12 )
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式中 A 二△了△
。, B 二△以△

。

△。二 : 名+ 、[a
昌E

二

+ 产凡 + (1 一
v : ry 一,

)G
二, (a : + 刀

要)〕

+ a Z
刀

2

(1 一 v : , v , ,

)(E
:

E , 一Z v 二 , E , G
: ,
) + G

, , (1 一 v . , , r :

)(a
4 E

.

+ 刀
4E

,

)

A , = 、a [ 左+ 刀
么
(1 一

, : , )E , + (a
名一刀

么
)(z‘

v : , v , 二

)G
二 ,
〕

△: = 衬a [ 、+ a 名(E
二

一v : , E , ) + (刀
名山a 名)(1 一 v , 一v , :

)G
, r」

由协调方程(5
.

9) ,
可 以求出应力函数巾

:

。一e :
,

s ; n a 、, ; n夕。+ e :
了
“。。, Za , + e

3

f
“e o s Z夕; 一婴势

一 。,

4 ‘妙 l

(5
.

1 3 )

其中

_ 一 a 艺/ R
七 , ’ 。,/ E, + 脚E

二

+(
1 /氛

, 一 2与/E
.

)as 产

q
E ,
刀

2

3 2 a 名 , 仇~
E

:
a Z

3 2口
2

由w
,

劝
二 ,

叻, ,

必的表达式(5
.

1 0 )
、

(5
.

1 2 )
、

(5
.

1 2 )
、

(5
.

1 3 ) ,
可知以 (4

.

3 )
、

(4
,

给出的总势能J可以表达为以 f为独立变元的函数
.

根据最小势能原理
,

总势能的一阶变分为零对应于夹层扁柱壳的平衡状态

.

4 )
、

(4
.

5 ) 式

”‘一

吕夕卢
‘一。

由口J / 口f二 0 ,

2

巧{{
得到

1

l一v , , v r :

「 1
,

。
, , ~ , 。 , 、

二
。 。 。 , , , ‘ 。

1 p L七 II Lv : , a
-

一P
一

) s 里n a 劣s 又n P y一 4七 sP
一

J
, c o s 乙Py

L J山 口

+ 4v
r , C : a Z

f
Ze o sZa 二)(C l(, , ,矿一刀

名)s in a 罗s in 刀g 一 SC :
刀丫e o sZ夕, + sv , , C :

fe o s Za 二)

+

会: (
C l

f(
, 一 a ’一“

“
)
s‘n a“‘

n

内一‘C
3

“
’
f
’c o ”2如 + ‘, 一q a ’

f
’c o s

Za x , (c
! (, , ,

刀
’

一 a”
·

s‘n a x s‘n“v一‘C
Za :

f
c o ‘Za 二 + ‘一 C 3

产f
c o s , “。)+ 会: (

C !
f(

”, ·

”
‘一 a ’)

·

’in a , , i“夕y 一 4C
Z a ,

f
, c o sZa “ + 4v , ,

C 3
刀

Z

f
, c o s Z刀y)(C

,

(v ·

: a , 一刀
,

)“in a ‘sin 夕y

一SC
,

,
:

f一2“。+ 8⋯矶
a :
f一

Za 二 , + ·

咨
, (c !

f(一”
’

一”
·, n a “S , n “、

一 4e Za ,
,

, e o sZa 二 + 咖
, :

e‘刀
“
,

, e o s Z口v )(e
: (v , ,

刀
, 一a “)s、n o

sin刀。一se : a ,
,

e o sZa 二

+ 8一C
3

”
2

,一 ,

*
)

〕
+

畏
a :

‘
。·9 : a

一
, ,

}
d
、

+
一

警
‘(”+ ‘)

·

·

〔
, 一

之
,、

,

(E一A
Z
+ 2一E ,

‘A B + E ,
,

Z

B :
) + G

· , (, A + a B )
2

〕,

+

黔 !
1

,

。
‘ .

_ 。
,

万
,

一。 。云
. ‘

。
,

。飞
,

r一 v , , v , .

L乃
’
a

’

卞 z v · , 乙 , a
一

p
一

十 “ , p
一

, 十 4 。
· , a

一

p
一

」J

61 。
, , J 、 。 . , 。 。 、 。 、 , , ,

bl
. ,

十
月

七以“一d )
.

十 气P 一刀)
.

JI 一 1v 翔一
百 a ,r . 0

任 任

(5
.

1 4 )

此式可简记为
·

_

口J
,

「
、 ,

l
, . , . , 。 、

1

认
一

, jl N x 。一 立 (
、。+ 构了+ 心了

.
)卜 O

口f 一
,

L
‘ ’ 万‘一 a 名 、 “ 。

”
‘ , ,

”
‘ : , J J一

U

所以产 正文各向异性表层的夹层扁柱壳的平衡位置是
、

、
、

(5
.

1 5 )



正交异性表层的夹层圆柱扁壳的非线性稳定性 1 0‘了

f = 0

1
Jv 劣o

一 a Z ‘H o十 K IJ 十 H ZJ
一

) = 0

(5
.

1 6 )

(5
.

1 7 )

f= 0对应于夹层扁柱壳的初始平衡位置
.

曲线(5
.

1 6) 和 (5
.

1 7) 的交点为

f , 0 , N 二。一、。
/ a

么
= 0

.

总势
·

能的二阶变分为

(5
.

1 8 )

。 , r 口忍J
, 。 , 、 , 、 :

1
, . _ , . _ , , 、

o 一J =
一

可
“ 气。J )

一

= ‘”‘ ,
一 扮

2
一

L衬。个乙“ , J 个 J “‘J
一

)

在交点 (5
.

1 8 )
, 少J二 0

.

由稳定性的能量判据
‘2 , 、‘件,

可知
, 交点 (5

.

1 8) 是临界点
.

曲线(5
.

17 )

描述了夹层圆柱扁壳的后 曲屈特性 (p o stb o e k lin g b e h a v io u r )
.

下面通过具体算例
,
求出临界点

、 ’

临界载荷
,

并考察后屈 曲特性
.

六
、

数 值 结 果

设夹层扁柱壳的表层为正交各向异性的玻璃环氧 (g las s 一

叩ox 对 材料
,

夹心为软而轻的

材料二 我们选取

于一
3

.

。
, 一

子
。一。

.

。
,

儿
,
一。

.

2 5 ,
一

冬
一 1 0一

乙 , 乙 ,
一

乙 ,

b二I, R 二 1 01, h二 s t , t = 1 0
一么

l

我们考虑三种屈 曲形态

> m ~ “== 1
.

此时 (5
.

17) 式中的

、,尹r

a了
、

“。一e 〔(a 二以)
·

+ (, 一: )
2

: +
琴「
O L

1

1 一v 二 , v , 二
(E 掀

4
+ Zv : , E , a Z

夕
2

+ E 一
刀

4
)

+ 4。
: , , 刀

2

]十
‘(‘

杏
‘,

“

〔
1 一

之
, , , ‘

(E
,
a ZA

Z
+ Zv : , E , a刀A B + E ,刀

z
B

Z

)

+ ‘一‘“A + a B )
活

]
+

C {a节
“

+
1一
墓:

, , , 二

!盆
(

一
,

2 )
·

2t二

+ 2

夸乙 苦

C 受(
v 二 , a 么

一刀
:

)(v , :

刀
: 一 a Z

) + (一刀
’一 a”

’

」 (6
.

1)
qE,

H z ==

1 2 8 tC
;

井 3 (1 一 v : , v , 二
)
{省

:

(·

一
“

2

, (C
吕

“
“一C Za ‘

一 , + 会二
一

〔c 名a ‘(2

一
“

一刀
2
一v 二 ry , :

刀
2

) + C
3

刀
2

(Zv , :

刀
名一 a Z

一 v 二 , v , ,
a Z

)〕

+

若
,

(一“
2

一
“

)(C Z a “
一C

3

“
“

一 ,

} (6
.

2 )

1 2 8

1 一 v 二 , v r :

(e 重。
‘, 二

,
+ e 互刀

‘

)一“含
‘ (e ;。

‘, : , + e 聋刀
‘v , .

)
J二 留

+

若
, (C‘a ‘+ C ‘”

‘

: ‘
·

,
」 (6

.

3 )

可 以求得A 一 0
.

3 0 7 0 6 9 / l
, B = o 几3 6 5 5 3 2 / l

,
于是(5

.

1 7 )式为

P = EZ
.

0 3 8 7 3 + 2
.

3 4 7 1 0f/ l+ 45 7
.

0 4 5 4 6 (f/ l)
“

〕x i o
一3

其中 P 二二
Z

N 。 / E
, l是无量纲轴向压力

.
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< 11) m = 2 , n = 1
.

此时、。同(6
.

1 )式 , 、: = o , ‘同(6
.

3 )式
.

可求得A = 0
.

0 9 9 17 6 7 / l
,

B == 0
.

3 4 0 7 8 4 / l
, 于是有

P = [ 1
.

5 0 3 4 8 + 1 5 0 1
.

2 9 1 7 1(f/ l)
“

」x 1 0 一“

(111) m 二 3 , n ~ 1
.

此时 “。同(6
.

1 )式 , “: 同(6
.

3 )式 ,

1E
r‘且皿、

一)一陌衬z =

1 2 8 tC -

3 , 2
(i一

, 二 , v r :

)
(
v : , a “一刀

么)(e 3
刀
“
一CZ a “v

: , )+ 勺
一

【e : a “(2 , : , a ‘

J二 ‘

一刀
2
一 v : r y , ‘

刀
忿)+ C

s

刀
2
(Z

v , :

刀
么一 a Z 一v : , v , : a Z

)」+

又求得A = 0
.

仓7 5 8 4 9 /I
, B == 0

.

0 9 0 0 6 5 / l
, 于是有

六
(一“

名

一, ‘C
Za : 一c 3

”
么

一 ,

}

P K 1 0 一 3

了0
.

0

P = [ 1
.

6 1 5 1 5一0
.

0 9 0 o 9f/ l+ 3 9 9 4
.

3 4 9 8 5 9 (f/ l)
“

」x 1 0
一3

计算结果示于图2
.

图2 中临界点 C为f = o
,

尸=

1
.

5 0 3 4 8 , 即临界载荷

/ (N 二。)
。

一 1
·

5 0 3 4 8 E , l/ ‘
么

阴二 3
.

月= 1

6
.

0

失稳时
, 最初的屈 曲形态为功 = 2 , n = 1

.

当载

荷达到 (N xo )。二 2
.

4E ,

l/ 砂 时
,

转而出现屈曲

形态m = n = 1
.

(见图3)
.

失稳后
,
轴向承载能

力继续增大
。

b) 对于屈曲形 态 m = 2, n = l ,
分 别取

”, = 2
, ” == I G

。

/ E
, 二 10

一 ”; s x lo
一 “, 2 0

一 “ , 并求出相应的

琅 = 邢二 1

户h + Zt )

”~ 一下丫, 下了一花范一一旅厂一介

. 2 . 3

后 屈曲载荷挠度曲线
:

( i ) G
。

/ E
, = 1 0

一 3

P = 【1
.

5 0 5 4 6 + 1 5 01
.

2 9 1 7 1(f/ l)
“〕x lo

一 3

< 11 ) G
。

/ E
, = s x z o

一吕

P = 〔5
.

8 7 9 2 9 + 1 5 0 1
.

铃 1 7 1 (f/ l)
2

」x 1 0
一 3

<151) G
。

/ E
, 二 1 0

一“

P 二〔10
.

4 6 7 9 7 + 1 5 0 1
.

2 9 1 7 1(f/l)
“」x lo

一 s

计算结果表明 (图 4) , 当夹心层的剪切刚度C

或剪切模量 G
。

增大时
,
临界载荷值提高

, 后屈

曲轴向承载能力提高

c) 为研究曲率对后屈曲特性的影响
,
选

取 h= 3 t , t= 1 0
一么l, R = 2 1; 4 1; 2 0 1, 则无量

纲曲率

P x 10 一3

豁
和一

擎
二 。、 1。一 ,

艺”

一一仪一场

厂( h+ 2 1 ,

一
- - - ‘- J ‘

一一一
尹 一

一
山一

~
-

~ -

-
~ .

-
一
~ 一一一~

~月‘

左{砰公了”‘0
, 5 ; ‘

0
‘

4 0
.

口 4



芷交异性表层的夹层圆柱扁壳的非线性稳定性 1。的

材料常数仍是E
:

/ E
, = 3

.

0 , G
二 ,
/ E

, = 0
.

6 , G
。

/ E
, = 1 0

“

: 对于屈曲形态 沉二 。, 1 ,
分别计

算

( i > 、: = 1
:

R 二 2 0 1 , 此时A = 0
.

3 3 1 2 2 9 / l
, B 二 0

.

7 5 3 5 3 2 / l
,

P = [ 1
,

2 3 6 4 .4 9 + 0
.

18 7 7 6 sf/ l+ 4 8 7
.

0 4 5 4 5 5 (f/ I)
, 」x 1 0

一 “

( 11) 化: = 5
:

R ~ 4 1 , A
,

B值同上
,

P = 〔1
.

2 4 0 0 2 5 + 0
.

9 3 8 s 4 of/ I+ 4 5 7
.

0 4 5 4 5 5 (f/ l)
“
〕x lo

一 “

(111> 衬, = 1 0
:

R = 2 1 , A
,

刀值同上
,

P = 厂1
.

2 5 4 9 2 4 + 1
.

8 7 7 6 8f/ l+ 4 8 7
.

0 4 5 4 5 5 (f/ l)
“

〕x 1 0
一 “

计算结果列于表 1 中
.

由表可知
,

随着曲率增大
,

后屈曲轴向承载能力略有提高
又
临界载荷

也略有提高
.

农 1

户
一

;⋯⋯、乓
一

口燕
一
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