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摘 要

本文首次给出了在均布载荷作用下
、

具有滑动固定边界条件并计及表板抗弯刚度的夹层 圆 板

的非线性问题的解
.

在求解非线性弯曲方程时
,

我们提出了修正幕级数方法
.

然后
,

把 本文结果

与刘人怀和施云方时
3

的结果作了比较
。

本文解在工程应用中可用作更精确的基础
.

符 号
a 夹层圆板的半径

h 夹心厚度
’

才 表板厚度

h0 厚度 h0 = h + t

护 径向坐标

E , 表板的杨氏模量

均 表板的泊松比

G
“

夹心的剪切模量

C 夹心的抗弯刚度 C = G
‘h孟/h

D 夹层板的抗弯刚度 D = E fth孟/ 2 (1一
v
少)

马 表板的抗弯刚度 Df , E ff 3 /l 2 (‘一咬)

k 剪切参数 k 二刀 / G
“

he 砂

q 横向均布载荷

二 夹层板的 z 方向位移

a华 表板的 r 方向应力

a 忿 表板的 口方向应力

已! 全扩
砂 . 「二l

自40 年代以来
,
已发表了一些关于夹层矩形板的论文

,
其中包括 R e iss o e r ‘”

、

H of fr ‘, 、

L sb o r 。和 B a td o rf〔’了提出的著名理论以 及 K a n 和 H u a n ‘〔‘ , 、

B、im
a r a d di 和 c h a n d r a s he ·

k har al
“’
等人所获得的解

.

同时 ,
夹层圆板的研究也引起一些人的兴趣

〔“‘ 。’,
但 大多数均局

限于线性分析
,

仅有很 少几篇论文涉及到夹层圆板的大挠度 问题
.

在 1 9 8 。年和 1 9 8 1年
, 刘人

怀
:

毕
, , ‘,

音次建立了在均布载荷和边缘力矩作用下夹层圆板非线性弯曲的基本方程
,
并 用 叶

开沉和刘人怀
‘’“一 ’‘’19 6 5年提出的修正迭代法进行了求解

.

接着
,
刘人怀和施云方““’应用幕

级数方法得到了承受均布载荷的夹层圆板的精确解
.

刘人怀
【’“’还用 摄动法讨论了更困难的

承受同心圆载荷的夹层圆板二然而
,
上述工作均将夹层板的表板视为薄膜

, 即忽略了表板的
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抗弯刚度
.

对于不同类型的大挠度的夹层 板而言
,

这一近似的适用性便成为 一 个 疑 问
.

为

此
,
刘人怀

「” ’
推导了计及表板抗弯刚度的夹层圆板非线性弯曲的一般方程

.

由 于 数学上的

复杂性
, 尚未得到这些方程的解

.

本文试图寻求计及表板抗弯刚度的夹层板的解
.

为此
,
我

们提出了修正幕级数方法 , 得到了在均布载荷作用下
、

具有滑动固定边界条件的夹层 圆板的

解
.

并与刘人怀和施云方“”’的结果进行了
.

比较
.

本文结果可作为工程应用中 一 个 精 确 的

解
。

二
、

修正幂级数方法和数值结果

考虑一承受均布载荷的等厚夹层圆板
.

在计及表板抗弯刚度的情况下
, 刘人怀

‘, ‘,
建 立

了此板的非线性弯曲方程
.

为了将这些方程无量刚化
,

我们引入
:
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于是 , 基本方程化为“ ‘’

。L Z
功一 ( 1 + e

/ 之) L功一几L (S淤) + S 冲+ 尸户= o ,

而滑劫固定边界条件成为

当 p = i 时 ,

才 == 0 , e L必一以S ,

+ 1 )必一兄P 二 o , S
,

当 p = o 时
’

, ‘L功一以S
f

+ 1 )必= o
,

S
,

< oo

这里
, S , 由下式决定

:
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对于工程中常用的夹层板
,
我们知道

几< 1 , t / h。《 1

所 以

6 《 1

显然 ,
因为最高阶导数前有一个小参数

,

故这是一个边界层型问题
.

众所周知
,
因为这

些方程阶数高且为非线性
,

故用奇异摄动理论
〔’7 ’
将是十分困难的

.

此外
,

若对这类方程采

用传统的幂级数方法
’“ ’,

则因基本方程最高阶导数系数为一小参数而无法求解
.

为此
,
我们提出一种修正幂级数方法

.

假设
:

功= 乙 b: ‘+ ; p : ‘+ ’, S ,

二 公
a : 。 p 忿‘ (2

.

6 )

于是 , 由式 ( 2
.

1 )和 (2
.

4)
,

可得下列表达 式
;
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显然
,

式 ( 2
.

6) 和 ( 2
.

7 ) 已满足以下边界条件
:

当 p 二 o 时 , 。L必一“S , + l )必= 0 , S ,

< oo

当 p 二 1 时
,

附二 O

将式 (2
.

6) 代入基本方程 (2
.

2 )
,

在展开并归 并 p 的同次幂系数后
,
可得

:
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热而
,

代表夹层板表板的边界条件
,

即

当 P = 1 时
,

沪二 0

的方程 (2. 9c ) 在以前的近似理论“ “’
中并来出现过

,

故可以予以放弃
.

但剩余的方程和边界

条件仍比文献〔1 5〕的理论更为精确
.

这样一来
,

按照方程 ( 2
.

8)
、

(2
.

9) 和 (2
.

1 0)
,

并吸收奇异摄动法
〔’7 ’
的思想

,
我们提出
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我们得到夹层圆板的中心挠度
、

秋

由式(2
.

6 )和 (2
.

7 )
,

中心应力和边缘应力的计算公式
:

才(0 ) = 一艺 下藉兰毛、
‘. 0 ‘ 、. 1 山 J

b
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S
,
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,

}
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!
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l
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卜
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= 乙 (2‘+ 1 )a : ‘

t 一 0. )
然后

,

我们以刘人怀等
‘’“’的 结果作为迭代初值

,
按上面的迭代公式进行求解

,

其结果

给在表1至表8中
.

同时
,

还与文献〔15〕的结果进行了比较
,

其中 k = D / G
,

h0 砂 是文献〔1 5」中

的剪切参数
.

裹 舜, 0
.

o l f/ h= 0
.

0 6

5
.

0 1 0
.

0 15 住
_ _

{
_ .

~

竺卫
_

_ {
~ ~

些{旦_
3 0

.

0 3 5
.

0

本 文

附(0)

0
.

17 9 7 2

0
.

18 10 4

0
.

7 4多

0
.

3 5 82 4

0 36 0 8 5

0
.

7 3%

0
.

5 3 4 4 3

0
.

6 3 8 2 8

0
.

7 2书

0
.

7 0 7 3 5

0
.

7 1 2 3 5

0
.

7 1书

0
.

8762 1

0
.

882 2 8

0
.

60男

1
.

109 7

1
.

2 0 7 7

0
.

66拓

0
.

0 2 9 5 3 1

目差一文[1误一

对一

文相一本

S
r

(0 ) 文 [ 1 5 ]

相对误差

S e(1)

本 文

文 [ 16 ]

⋯
“

·

“29 8 6 0

一

{- l卫旦丝
-

⋯
一“

·

“2‘7 2 7

卢 0
.

1 1 7 1 6

0
.

118 4 1

1
.

OT拓

0
.

2 6011

0
.

2 62 82

1
.

0 4 拓

0
.

45 4 16

0
.

45 8 7 3

1
.

0 1书

0
.

6 9 4 05

0
.

7 007了

0
.

9 7拓

1
.

0 4 04

1
.

0 4 7 5

0
.

68拓

0
.

974 0 5

0
.

9 83 06

0
.

日3 形

1
.

2 883

1
.

29马T

0
.

8 8书

一 O 0 22D 05

相对误差 1
.

6 5书

一 0
.

08 B40 1

一 0
.

0 8 7 73 6

1
.

5 4耳

一 0
.

192 56

一 0
.

195 5 1

1
.

53绍

一 0
.

3 3 7 9 6

一 0
.

3 4 3 0 6

1
.

5 1拓

一 0
.

5 1977

一 0
.

5 27 50

1
.

49拓

一 0
.

7 3 8 4 6

一 0
.

7 4561

1
.

46拓

一 0
.

979 09

一 0
.

9 9410

1
.

4 4男

尸尸 。 5. 000 1 0
.

000 15
.

000 2 0
.

000 2 5
.

000 3 0
.

000 3 5
。

000

」」」」本 文 ”
·

‘782 999 0
.

a5 6 400000000000000000 0
.

7 01 9222 0
.

869 6333 1
.

0 3 2BBBBBBBBBBBBBBB
附附(0) { 文 [ 16 ] }

”
·

18‘0444 0
.

36 0 8555 0
.

5 30 2 666 0
.

7 12 3 555 D
.

8 8 2 2 888 1
.

0 4 7 555 1
.

19 1 111

___
_ _ }

_

想些色⋯
_ _ l了-5)乡乡

1
.

6 3拓拓 0
.

5 3 8 2 888 1
.

4 9书书 1
.

4 6拓拓 1
,

4 2拓拓 1
.

2 07 777

{{{ 本 文 { 0. 02 91677777 1
.

6 1书书书 0
.

686 344444 1
.

3 9劣劣

SSS
,

(0) } 文 [ 15 ] } 00
.

0 2百85 0000000000000000000000000000000000000000000000000 0
.

7 00 7 777777777777777777777777777

SSS
,

(0) 想咚盖
_

卜兰些
.

02 916777 0
.

1 157 333 0
.

2 5了0222 0
.

4 4 80 222 2
.

10书书 0
.

96 36777 1
.

2 7 6222

{{{ 本 文 } 一 0
.

0 2 1 682百85 000 0
.

1184 111 0
.

2 62 8222 0
.

4 6 8 7 33333 0
.

98 3 0666 1
.

2 0 0777

SSS 口(1) { 文 [ 1 5 ] { 一 00
.

2 2 0 65书 2
.

3 1男男 2
.

2 6拓拓 2
.

19冤冤冤 2
.

0 1绍绍 1二2万万

}}}}}}} 相对误差 一 3. 26 %文文文文文文 一 0
.

0 84 9 800000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000SSS 口(1))) 文 [ 1 5 ]]] 一 0
.

0 2 13 6888 一0
.

08 7 7 3 666 一 0
.

1 80拐拐 一 0
.

3 3 2 5333 一 0
.

5 116 555 一 0
.

72 34 444 一 0
.

965 0555

相相相对误差差 一 0
.

D2 2 0 6555 3
.

24拓拓 一 0
,

主95 5111 一 0
.

3 430 666 一 0
.

5 875 000 一 0
.

7 456 111 一 0
.

994 1000

3333333
.

2 6男男男 3
.

2 1男男 3
.

1了拓拓 3
.

1 2男男 3
.

0 6书书 3
.

01书书

尸尸尸 5
.

000 10
.

000 15
.

000 2 0
.

000 26
。

000 30
.

000 35
.

000

砰砰(0))) 本 文文 0
.

1 7 6了999 0
.

3 5 2 4555 0
,

5 2 5 9222 0
.

6062777 0
.

862竹竹 1
,

02 4999 1
,

182222

SSS
r

(0))) 文 [ 15111 0
.

18 10444 0
.

3 6 0 8 555 D 5 3 8 2 888 0
.

7 12 3 555 0
.

882 2 888 1
.

04 7 555 1
.

2 07 777

相相相对误差差 2
.

4 0男男 2
.

3 8拓拓 2
.

35咚咚 2
.

31多多 2
.

2 6 %%% 2
.

2 1书书 2
.

16男男

00000000000000000000000000000
.

114 2 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000本本本 文文 0
.

028 7 7555 0
.

1184111 0
.

2 5 36999 0
.

4 4 32 666 0
.

6 78 0000 0
.

95 24 444 1
.

26 1000

文文文 [ 15 ]]] 0
.

0 2986000 3
.

68拓拓 0
.

2628222 0
.

4 587333 0
.

70 07了了 0
.

98 30666 1
.

299777

相相相对误差差 3
.

7 4拓拓拓 3
.

60男男 3
.

4 9男男 3
.

8 6绍绍 3
.

2 2蜡蜡 3
.

0 7拓拓

SSS e(1))) 本 文文 一 0
.

0 20 99888 一 0
.

0 83 52111 一 0
.

1862 111 一 0
.

3 26舫舫 一 0
.

5 0 3 1111 一 0
.

7 1 17333 一 0
.

9 407 333

文文文 [ 15))) 一 0
.

02 26666 一 0
.

087 7 3666 一 0 19 65 111 一 0
.

3 4 30666 一 0
.

627 6000 一 0
.

7 4 6 8111
,

一 0
.

9 041000

相相相对误整整 6
.

0 8男男 6
,

0 5拓拓 李
·

99拓拓 4
.

03绍绍 4
.

85拓拓 4
.

76书
’’

4
.

6 7拓



夹层圆板大挠度问题的进一步研究 1 0 4 5

衰 4 掩= 0
.

0 1 才/ h二 0
.

2 0

价一勿共
衰 s k = 0

.

0 6
一

t/ h= 0
.

0 5

澳口
⋯套司沙

农 6 掩= 0
.

0 5

“
·

0 _ } ‘0
·

几

才/ h二 0
.

1 0

1 5
.

0
’

2 0
.

0 2 5
.

0 3 0
.

0 3 5
.

0

一J

0
.

2 6 834

0
.

2 30 3 1

4
.

4 6拓 一

⋯

0
.

5 3 20 7

0
.

56 52 4

4
.

36拓

⋯
一

不
。7丽

一 !

几而
一

0
.

8 2 0 4马

4
.

2 0澎

0
.

4 5 7 00

0
.

4 8 7 11

6
.

6 9 %

1
.

0 7 3 4

选
.

0 3拓

1
.

86 4 2

1
.

3 1 2 8

3
.

8 4拓

1
.

48 43

1
.

5 3 87

3
.

67男

1
.

6 924

1
.

7 517

3
.

5 0拓
r1误

"本文
橱
11

声l

nU伞

{
“

,

‘。)

⋯
点;⋯

本 文

文 [ 16 ]

相对误差

0
.

0 53 82 2

0
.

057 7 5 6

?
.

3 1撼

0
.

2 10 4 5

0
.

2 25 2 1

1
.

0 2书

1
.

565 7

1
.

645 7

5
.

11拓

2
.

00 77

2
.

1013

4
.

6 6拓

本 文

文 [ 16 ]

相对误差

一 0
、

05252 了

一 0
.

05 7 64 1

1 0
,

le%

一 0
.

2 0 64T

一 0
.

2 27 11

1 0
.

00男

一 0
.

454T6

一 0
.

4 99 2 0

仑
.

7了%

0
.

7 7 63 9

0
.

823T 3

6
.

10拓

一 0
.

7 8 668

一 0
.

8 6 14 8

9
.

5 1%

1
.

15 1上

1
.

2 1 5 5

5
.

60另

一 1
.

1仑of

一 1
.

30 1 0

马
.

2 4拓

一 1
.

656 8

一 1
.

8 05 7

8
.

马马%

一 2
.

1了5 0

一 2
.

3 654

8
.

T S拓

衰 7 k = 0
.

0 5 才/ h二 D
.

1 5

尸

文

S
r

2 0
.

0 { 2幻
!

1
,

0 12 1

1
.

0 7 3 4

6
.

06绍

1
.

2 4 11

1
.

3 12 8

6
.

TS多

一

{竺
0
变一{一些卫一

J ’
·

4 5 8 3 }
1

·

6 6 4 ,

{ 1
.

5 3 8 7 ! l
.

7 5 1T

0
.

75 38T

0
.

82 3 T3

一
些坚

- 一

)型生
一

{一色竺兰
-

一 “
·

’9 7‘9 {
一 0

·

4 3‘了5 {
一 0

·

了5 2 92

一 0
·

“2 7 11 {
一 0

·

咬, 。2 0
}
一 0

·

8 6 14 8

1 6
·

1 8拓 1 14
·

82 , } 14
·

42 ,

1
.

12 0 3

1
.

2 155

8
.

50%

石
.

51拓

1
.

5 2 7 1

1
.

64 5 7

7
.

了6拓

~ 1
.

68 94

一 1
.

8067

13
.

61男

5
.

2 7 拓

1
.

9 62 3

2
.

1013

7
.

0 8

本文

S .

一 1
.

1412

一 1
.

3 010

14
.

0 1形

一 2
.

0887

一 2
.

3 654

13
.

25绍



生0 4 6

裹 8

尸

刘 人 怀

掩二 0
.

0 5

朱

t/ h二

高 秋

O
_

2 0

10
.

0 1 5
.

0 2 0
。

0 2 5
.

0 3 0
.

0 3 5
.

0

牙(D )

本 文

文 〔15 ]

相对误差

0
.

2 5 7 3 4

0
.

2 8031

8
.

9 3另

0
.

6 10了0

0
.

556 24

8
.

了2%

0
.

7肠6T8

0
.

820 49

8
.

42拓

0
.

09 32 6

1
.

D7 3 4

8
.

D7男

1
.

48 3 4

1
.

6 3 87

飞
.

36拓

S r( 0 )

本 文

文 [ 16 ]

相对误差

0
.

0 60247

0
.

0 57 7 5 6

14
.

94拓

0
.

1960 5

0
.

2 2 62 1

14
.

3 5拓

0
.

429 23

0
.

48Tll

13
.

4匀拓

0
.

732 3 0

0
.

82 3了3

12
.

49拓

1
.

2 189

1
.

3 12 8

了
.

7 0男

1
.

09 06

1
.

2 1肠5

11
.

45书

1
.

4898

1
.

645T

10
.

4已绍

1
.

6368

1
.

了61?

了
.

02拓

1
.

9182

2
.

10 13

9
.

5 5%

夕口(1)

本 文

文 t15 ]

一 0
.

0 4T7 3 3

一 0
.

0 5 76 4 1

一 0
.

188 6 9

一 0
.

2 2 7 1 1

一 0
.

4 16 17

一 0
.

4 9 92 0

一 0
.

T2 15 3

一 0
.

8 614 8

相对误差 19
.

4 0 %

一 1
.

0 04 8

一 1
.

3 0 10

1 8
.

83绍

一 1
.

5 2肠

一 1
.

805 7

18
.

2 9拓

一 2
.

0 0 80

一 2
.

3 654

1了
.

BO蜡

三
、

讨 论 和 结 论

在上一节
,

应用我们的修正幂级数方法
, 首次解决了计及表板抗弯刚度的夹层圆板的非

线性弯曲问题
.

由前述分析和结果
,
我们可知

:

( 1 ) 在本文的分析中
, 计及了表板的抗弯刚度

.

我们所作的唯一近似是忽略了表板的

一个边界条件
,
而在前述理论 【1 5 )中它也是未考虑的

.

故其它方程和边界条件以及所得到的

结果仍然比文献f1 5」精确
.

我们的工作可用于各种工程问题
.

(2) 在综合了传统的幂级数方法和奇异摄动技术的优点后
,

我们提出了修正幂级数方

法
.

对于求解一类最高阶导数项含小参数的问题
, 此法具有一定的有效性

.

( 3) 当 t/ h 较小时
,

文献仁1 5三的理论结果与本文解接近“随 着 t/h 的增加
, 由忽略表

板抗弯刚度所带来的相对误差逐渐增大
.

当 t/h < 。
.

2 0 和 才/h < 。
.

10 时
, 夹层 板的挠度和应

力的误差分别不超过1 0肠
,

’

因此
,

在 t/h 较小的情况下
,

对于一般的工程问题而言
,
可应用

文献〔1 5〕的近似理论
.

( 4) 边缘应力的相对误差大于中心的应力和挠度的相对误差
.

这是因为在我们的理论

中计及了表板的抗弯刚度
,
出现了所谓的应力边界层的结果

.

杯 ) 当 k 较小时
,

文献〔1 5〕的近似理论解与我们的结果接近
.

这表明表板抗弯刚度的

影响
, 不仅随 t/h 变化

, 而且也与夹层板的剪切参数有关
.

致谢 作者感谢薛大为教授和王秀喜副教授的宝贵意见
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