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摘 要

本文对含小参数的差分方程奇异摄动问题构造了一种新的渐近方法
.

一
、

引 言

在数字模拟
,
样本控制系统

,
计算机的自适应控制系统以及经济学

,
生物学

,
社会学等

方面的许多问题均可用含小参数的差分方程来描述
.

所 以研究差分方程奇异摄动问题解的渐

近性态是一个重要的课题
。

作者在此文中构造了一种新的渐近方法
,
它包括以下的步骤

:

( i ) 当。= O时原方程退化为低阶的差分方程
, 然后求退化问题的解

。

(ii ) 将退化问题的解代入原差分方程的低阶项
, 然后要求这个方程的解满足已失去的

边界条件
. _

当‘” o时
,
这个方程的解逼近于退化问题的解

, 最后我们取这个方程的解作为原差分问

题的渐近解
。

二
、

齐
‘

次 方 程 的 情 形

考虑以下问题

不
‘y一 + “y ·+ by

一
。 k一 ‘

,

2
, ’ · ‘ ,

N 一 ‘

“
Y 。= a ,

Y , = 刀

(2
.

1)

(2
.

2 )

其中
, a ,

b是
、

非零常数
。

当 e二 0时方程 (2
.

1) 退化为下列方程
:

a Z . + 石Z 卜 : = 0

相应的初始条件为

Z 。= a

这是二阶差分方程退化为一阶差分方程的情形
。

二 中国科学院科学基金资助的课题
。
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问题(2
.

3) , (2
.

4) 的解为
:

。 / b 、.

乙 . = “ l 一 二了 ,
\ 仃 /

(2
.

5 )

通常
,
它不满尼右端的边界条件

,
因而在右端失去了~ 个边界条件

,

现在我们将退化问题(2
.

3) , (2
.

4) 的解2 .
代入原差分方程(2

.

1) 的低阶项
, 于是得到下

列方程

。

:
, + , + 。r :

一(
一

粤丫 (2
.

6)

这是一阶线性非齐次的差分方程
.

容易验证方程(2
.

6) 的特解有以下形式
:

aa
么
了_ 互、

,

\
a “一b 。\ a /

(2
.

7 )

如果假定方程 (2
.

6) 的通解为

r一 c

(
一誉)

’+ 。 2

蕊(
一

含)
’

(2
.

8 )

其中C是一个待定常数
.

要求r ,
满足下列条件

r 二 ~ 刀

从而可得

(2
.

9 )

C一

(
一

约
一‘

{
刀一 。:

雏(
一

穿} (2
.

1 0 )

所以

y一{
, - 。 :

戈(
一

部
“

}(
一

钓
一 ‘“一” +

_ ,

呵 (一鸟
,

0 -

一口己 \ a /
(2

.

1 1 )

显然 , 当k 斗N
,

且。, 0时我们有

r 。令Z 。

所以我们可选取r 。
作为原方程的渐近解

,
它严格地满足边界条件(2

.

9 )
.

(2
.

1 2 )

三
、

非齐次方程的情形

这节我们考虑下列问题

{
。y 。十 :

+ a y 。+ by , 一 : = f

犷。二 a ,

犷二= 刀

k = 1
,

2
,

⋯
,

N 一 1 (3
.

1 )

(3
.

2)

其中 a ,

b
,

f 是非零常数
,
且a + b斧 0

.

当e二 O时方程(3
.

1) 退化为下列方程
a Z 。+ bZ 。一 , 二 f

如果我们假定方程 (3
.

3) 的通解为
, _ 。I b 、.

: ‘

f2 . = E 〔一笔
一

1 + :
尤

*

一 ‘

一、
一

a /
‘ a + b

其中E 为待定常数
。

(3
.

3 )

(3
.

4 )
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由原问题的条件可得

E = a 一 (3
.

5)

所以退化问题

{职
bZ

。一 :一 ,

z 。一

(a
一 。

草0)(
一

韵
’+ 。

几

,

(3
.

6)

(3
.

7 )

的解为表示为
:

(3
.

8 )

通常
,
它不满足下列条件

:
、

Z , = 刀

类似地
,

我们有
·‘一 + ·r一aal

。+ ·

(a-- 、军0)( 一含
假定方程 (3

.

9) 的特解为
a
f

(a + b )(a + 己)

/ b \七

十 g 毛一
_

j
、 U ,

(3
.

9 )

(3
.

1 0)

其中g 是一个待定常数
.

容易验证
_

a Z
’

g = a Z 一bs

如果假定方程(3
.

9) 的通解为

(a
一 。

军必 (3
.

1 1 )

, _ ‘ 了 a

孟 台
一

I ‘ 几一
一二

、 己

、
为、 af 、 矛 / _ f \f

/ 下 (
a + b)(a + 。) 丁 。“一‘。气“ 一面干乙八

(3
.

1 2 )
、、尹
矛b一a

一

其中h是一个待定常数
.

类似地
,
我们有

h=(
一 叭

一 万

丁刀一
\ 君 / 气

a
f

(a + b) (a + e )

a Z
/ f \/ b \万、

一梦 一阮铲 : 奸日火一万) 了 (3
.

1 3)

所 以

r一护
- a f

(a + b )(a + : )

公

一。 :

息(
a 一 。

军
。

)(
一

含)
“

}(
一

誉)
一

“‘”

一

a f
(a + b)(a + 。)

a “ / 了 、/ b 、奋

个 砂‘阮长
a 一 。

干b八一万) (3
.

1 4 )

显然
, 当左今N

,
且

。今。时 ,
我们有

r , 今Z ,

所以我们可选 r ,
作为原问题的渐近解

.

(3
.

1 5 )

四
、

渐近解的误差分析

引理 令L。是正型差分算子
, 则有

n l a X

o f k〔N

IY
。
}( m a x {Iy

。

I
,

IY
二
}} + M

·

m a x IL
、Y ,

l
1‘左厂N 一工

(4
.

1 )
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证明 见参考文献〔5〕
.

定理 1 令Y , 是边值问题 (2
.

1)
,

(2
.

2) 的解
, r k是差分方程的渐近解

,
若b > 0 , 。> O

,

a + b + e《 0则当。、 0时有

ly
, 一 r ,

!《M
e

(4
,

2 )

关于k == o
,

1
,

2 ,

⋯
,

N一致成立
, 其中r 。是问题(2

.

6 ) , (2
.

9)的解
.

证明 令R 。= Y 。一r 。 则有
。R , + : + a R 。+ b几

一 : = e
(Y

。十 : 一r 。 , :
) + a (y 。一 r ,

) + b(Y , 一 : 一 r 一 :
)

二 。Y . + : + a y , + 6Y 。一 : 一 (。r , + : + a r ,
)一6Y一 :

, b \扮
。
f, 。 a a Z , b \刀\, a \

一 (N 一 奋+ 1,

= 一 a 川 一 一 . 一口“ P 一
一 1 一‘I 一一 , ” 一一 .

、

、 a , L、
一

U -

一哪 、 a , / 、 己 ,

+
a a Z

a 名一be
(一纷

今一 ‘

飞
\ 口 I J

一aa (
一

钾
一b

戳
、
(
一

勃
’一 ’+ 。闭

一aa (
一

会)
“

{彩
瓦一 1

}
+ o (。。一。(。)

另一方面
,

我们有

*
。

一 :
。
一 : 。

一{l, 一石摆蕊(
一

钓
’

〕(
一
韵

一’ + ,

绘}
一O (·)

R , 二Y 二一 y , == 刀一夕二 0

于是根据引理可知

R , = O (e )

关于k二 O
,

1
,

2
,

⋯
,

N 一致成立
,
所 以定理得证

.

定理2 令Y , 是边值问题(3
.

1)
,

(3
.

2) 的解
, 了, 是差分方程的渐近解

, 若b> o , e > O ,

a + b+ e《 0则 当8 、 0时有
一

}Y一r ,
l《M。

关于k二 0
,

l
,

2
,

⋯
,

N 一致成立
。

证明 令R , 二 Y , 一r ,

代入 (5
.

1 ) ,
根据 (5

.

6 )和 (5
.

9)我们有
e R 。 + : + a R 。+ bR 卜 ; == e y 。十 : + a y , + by , 一 : 一 (e r , + : + a

夕
, )一b夕。一 :

= j一
a Z一br 一 :

一

粼
, 一

渤
+ ·

(
a 一

命)(
一

韵
’

{, 介
一 ,

}
+ O (·,

另一方面
,

我们有
。 _ 二 , _ _ f

,

梦 卜 I 砂 a 、 了
,

。
, _ , 、

。
, _ 、

构 ~
J 。一

三 “~ “飞
二
一 云恋二瓦丁下、矛

_

二石舀一舀不云/云和丫以铸
一

碑 ~ 以 ‘勺

寿 = Y N 一r , 二刀一刀二 0

于是根据引理可知

R . = O (。)

关于k , 0
,

l
,

2
,

⋯
,

N代致成立
,
这就完成了收敛性 的证明

.
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1 0 3呀

五
、

其 他 问 题

Y . + : + a y , + 6Y , 一 : = f 1( 掩《N 一 1

( i ) {“tt+
‘

产
“

二
’十。’

-

一 1 0 十 C l l x = a , 一c : Y N 一 : + Y N = 刀

(5
.

1)

(5
.

2)

其中
, a

,

b是非零常数且。+ b今 。,
叭

, c Z是正的常数
.

类似地
,
若a + b今 O , a + 自右钾 0

,

可以证 明退化问题

{
a Z 。+ bZ 。一 ;

二 f

一Z
。

+ cl Z I二 a

1《 k《N 一 1 (5
.

3 )

(5
.

4 )

的解为

Z .

a + c xb {
、

车
、(·: 一 l卜

。

}(
一

韵
‘ + 、
牵
6

(5
.

5 )

若 a + 。 ;b斗 。, a + c Z。斗 o
, a 么一be 今 。

,

则根据非齐次差分方程

。r 一 + 一+ a r 。

和下列条件

a f
: a Z

f f
, _ , 、 _飞f b \:

~ 二
~

1一 云
. r 二

es i一1 1 、
~

石
.

f
一
L 、‘ l一

i 少一 “ n 一二二 刀
。 , . 。 “ , . ‘ IU L “ , . 。 声 \ “ , 、

k = 1
,

2
,

⋯
,

N 一 l (5
.

6 )

一 c :

r , 一 : + r , 二夕 (5
.

7 )

(

磷、{n+ (ca 一‘, 饭瑞么
+ 、。一尸 b + c声

b (
一

韵
“

}(
一

韵
一 ‘’ 一”

+ 又砰端{
云
网

+ “

(
一

钉

尸一、, 二
粼

、汤, {添
(cl 一1卜号(

一

部
’

(5
.

8 )

r己Y . +

(11 ) 谧
_

“
Y

。

二

: + a (e )Y 。 + b(。)Y , 一 : = 0

“ ,

y , = 刀

1《k《N 一 1

(5
.

9 )

(5
.

1 0 )

(5
.

1 1 )

此时我们可以证明退化问题
a (0)2 . + b(o)Z

, 一 : == o
,

Z
。

== a

的解为

(5
.

1 2 )

Za 一(
一

黯)
“

(5
.

1 3 )

以及

r一护
-

a Z

(0 )b(召)a

b(0 )[
a (0 )a (e )一b(0 )e〕(

一

黯)
“

}(
旦丝2、

一 ‘N 一”

巴 ,

a 么(办)b(￡

b(0 ) [a (0 )a (召)
·靳而(

一

瓢
“

(5
.

1 4 )

了
、,子一、刀矛n

甘l八“�

. j‘、�了
.、

.

0口

+

这是差分方程问题

+ a r . =
a ( 0 )b ( e ) a

b ( 0 ) (
-

r 扮

( 5
.

1 5 )

( 5
.

1 5 )
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的解
,
容易证明

, 当k今 N ,

臭 启 光

且
。。 0时有

r 。斗Z , (5
.

1 7 )

因而r , 是原问题的渐近解
.

‘

六
、

数 值 例

在这一节
,
我们考虑以下的例夭

干
“Y ’“一 (”

·

“ + 2 “)y
·
+ (”

一‘+ “)y

一
”

、
一Y

。
+ c ,

Y , = a 、
一几Y 。+ Y ; 。, 刀

子

.

0 1 5 1《掩《9 (6
.

1 )

(6
.

2 )

其中
, C : = c : = 1 0 / 1 1

,
a = 0

.

2
,

夕= 2
.

2八 i
, e = 1 0

一 5 .

几 Y为 Y为

0 } 一 1
·

2 8。。63

1
‘

一 1
.

3 0 8826

2
.

一 1
.

3 2 6 0 86
一

3 一 1
.

3 41 7了3

毛 一 一 2
.

a6 6 oaZ

5
’

一 1
.

3680匀5

”
一

{
一 ,

,

3 8 。了7。

7 一 一 1
.

的 148匀

8 一 一 1
·

40 122 6

9 { 一 1
.

4 100了6
l

10 1

一 1
.

2县0475

一 1
.

3 095 2 3

一 1
.

3 2 68 3 7

一 1
.

3 4 2 5 81

一 1
.

3 66压01

一 丈
.

3 69901

一 1
.

3 81 7 2 8

一 1
.

392 4 80

‘ 1
.

4 02 26 5

一 1
.

4 111 11

一 1
.

0U1910

一 1
.

28 9 844

一 1
·

30 8例 0

一 1
.

3 2 6207

一 1
.

3418幼6

一 1
.

3 5 6 05 7

一 1
.

360 120

一 1
.

3 80 90盛

一 1
.

39 1616

一 1
.

40 1352

一 1
.

盛j0234

一 1
.

0 9112 2

其中 Z ,
是退化问题

{
一0

.

1 12 。+ 0
.

1 2 卜 l = 0
.

0 1 5

一z
。

+
兴
‘!一。

.

1

(6
.

3 )

(6
.

4 )

的解
, Y 。是差分方程(6

.

1) , (6
.

2) 的解
, r , 是差分方程的渐近解

.

类似地
,
若

: = 1 0
‘。
我们有下列结果

一 。

{

” 太 ”
’

!
一

” ”

汗
’

州一
}一-

一 厂一—y ‘

一一0 一 1
.

290438

一 1
.

30 9464

一 1
.

32 6 了64

一 1
.

34 2 5 01

一 1
.

3 5 68 06

一 1
.

3 6 9 8 1 2

一 1
.

3 8 1 6 34

一 1
.

3 92 3 82

一 1
.

40 2 163

一 1
.

41 10 86

一 1
.

2 9 04T6

一 1
.

3 09 6 24

一 1
.

3 268和

一 1
.

3 42 5 82

一 1
.

3 5 6802

一 1
.

3 8 9 90 2

扁 1
.

3 81 72 9

一 1
.

3 02 4 8 1

一 1
.

402 2 5 6

一 1
.

4 1坟3 8

一 1
.

09104么

一 1
.

2 0042 5

一 1
.

3 0 9466

一 1
.

326 7 7 7

一 1
.

3 425 1 3

一 1
·

3 5 6810

一 1
.

3 698 2 4

一 1
.

3 8 1647

一 1
.

幼2395

一 1
.

40 2 166

一 1
.

峨1105 1

一 1
.
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