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摘 要

本文修补了口1中若干定理的漏洞
,

并且得到了一些有益的新结果
,

例如定理4等
.

如无特殊声明
,

文中的数均为复数
,

函数指实变复值函数
.

我们假定
:

出现在积分号下

的每一个函数在任一有限区间上是可积的
, 而所论积分系指勒贝格积分

.

用 L , (一 oo
,

+ 、)

表示定义在 (一。
,
+ 。 )上满足下述条件的复值函数类

: ”

{
‘一 !f (二 ) }

,
d 二< 十一

定义 设f(x )〔L
Z(一。

,

+ 的)
,

若存在F (t) 〔L : (一。
,

+ , ) ,
使得

lim
饥 - ) 。c 。 {翔

尸(t) 一

几
、

{{
,

f(/ ,一p 「‘/ ‘〕“ d t = O (1 )

则称F (t) 为f (% )的F o u r ier 变式
,

记为犷〔f 」= F (t)
.

若存在G (t) 〔L : (一。
,

十oo )使得

f+ ‘ l~
, . 、

1 1 ”

“ m l }行以 )一 一于二 }
ft 一> 。。J 一 c o l 人产 乙兀 J 一 ”

f(二 )
e x p 仁一‘二t〕d 二 { d t = o (2 )

则称G (t)为f (二 )的逆F o u r ie r
变式

,

记为犷关 [f」= G (t )
.

引理 1 设j( 二)〔L式一。
,

+ oo )
,

对每个
”
定义

F
。

(t )二
1 「.

扩丽
一

J
_ 。

J娜 )“XP畔
‘」“, (3 )

G
。

(t) ~
1

材厄五l{
。

f(! ,一p 〔一‘“‘〕“‘
(4 )

则F
。
〔L : (一 oo

,

、 )
,

G
。
〔L : (一。

,

。 )
,

并且

L
.

i
.

m F
。

(t) = 里【f〕
,

L
.

1
.

m G
”

(t) = 全釜〔f〕
.

引理2 (普兰舍利) 如果f〔L
:

(一co
,

co )并且犷〔月 = F (t )
,

则 f( 劝 一少朴〔F 」
.

引理3 令给定如下条件

( i ) 沪
。

(才)〔L Z(一”
,

“ )
,

L
.

1
.

m 价
。

(t)二梦(t)
,

,
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(i i) 功
。

(t) 〔L : (一。
,

、 )是局部绝对连续函数
,

lim 功
。* (t) = 功(t)

,

七一) 汉,

(111) 必二(t)= 劝
”

(t)
, a

.

e
.

兴 权

并且存在子列功
。* (t)

,

使得

。

( I ) 功(t) 是局部绝对连续的
,

(I ) 功
‘

(t) = 叻(r)
, a

.

e
.

证明 设a 和刀是 (一、
,

+ co )中任意二点
,
我们有

lim
月 ~ ) {:

, 二、‘)d ‘一分织!
产劝

。

(t)d t 一

}
夕功(t)d t

.

因为功
。

(t) 局部绝对连续
,
我们有

乃筑仁‘
·

(“, 一‘
·

(。 , 3一

!:
, (‘)d ‘

,

从而

‘im 〔必
”* (刀)一功

。* (。 )〕一 }
夕吸(t)d t

.

由条件(ii )得

, (, )一 , (a )一

{
夕叻(t)d t

(5 )

于是功(t) 局部绝对连续且有

功
‘

(t)~ 劝(t)
, a

.

e
.

推论 1 在 引理3的条件下
, 如果袱t) 为连续函数

, 则对一切 t有

功
‘

(t)= 沪(t)
.

引理4 (i)设 f(二 )〔L , (一。
, ” )

,
二产f(二 )〔L

: (一、
,

, )(夕> o )
,

则对任何刀) a ) o有

护了(劝〔L
: (一 oo

,

。)
.

(ii ) 设 f(二 )〔L
: (一oo

,

oo )并且存在数 a > 1 / 2 使得 护j( 劝〔几(一、
,

。)
,

则j( 均

〔L : (一oo
,

oo )
.

证明 ( i ) 对b> 0 > a
我们有

{:
, / ,

““

,‘(X , ’
“
d ‘ - ,二 }

2 ·

! , (二 ) }
念d 二 +

{
}二 !

2 ·

}, (X ) }
Z
d 二

恳
!劣 }> 1
o 蕊 , 〔 b

户

1.,J川

、
!:

}, (/ )一d 二 +

!:
,劣‘

“, ,‘(二, ,
“d /

·

再令b、 + oo
, a ” 一 oo 即得证

。

(ii ) 证明从下列不等式推出(b > a)
:

劣

,

劣dd
we

{
「b ,

二
. , , _ 、 . , , 、 ,

1
l了拌川 “劣 = )

。 L土十 lxl
一

’}J Lx) I 丁千」闭万

、
{:

(‘+ ,劣 ,
·

)
2

,了(X ) }
Z

d X
·

丁。(1 + }戈 !
。

)
“ ’

特别地
,

如果f(劝〔乙
: (一 co

,

OO )
,

并且劣f(劝〔L
: (一 OO

,

‘ ) , 则 j( x) 〔L 、(一。
,

、)
.

当f(二)饭乙
; (一 OO

,

oo )且j( x) 〔L : (一‘
,

‘ )时 ,
我们用f(劝〔L

: , :
表示之

.
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当f(劣)还L
, (一。

,

+ oo )时
,

我们定义T 「月和 T叮月
:

T 〔月 二 f (劣)
e x p [‘二t」d 二

( 6 )

{:夏
, (/ ,

exrt
一‘、〕“/1 .

肺
澎

T 邢月 二

引理5 令f(、)〔L
, , : ,

女f{果 T 〔f〕二 F : (t)
,

r 〔f」= F
:

(才)
,

则F
,

(t) ~ F 。)
, a

.

e
.

引理6 设有界函数f( 劝〔L
Z(一 co

,

+ 。 )且存在 函数拭t) 》0使得尹「了」~ 拭t)
,

则

功(t) 〔L
: (一co

,

十、 )
.

证明 设M 是 !f (二) }在 (一的
,

十 。)中的上 界
.

取。< R
,

< R
Z

< ⋯ < R
。

< ⋯使 当
, ” + “

时 R
、

” + 的
。

定义

甄
(‘ ,

一
”

[
一

朋
显然K R

”

(劝〔L
, , : .

于是 , 据引理 5

全〔K 刀
,

」二 T 〔K 刀
,

〕=
R

。

1 + (R
。 t)

“

根据Par sv al 等式
,

有

‘

户
.

d
么

.

t)月{{{二
, (劣 )一 p

卜冒〕
d 二

卜!{{二
f(‘) R

,

1 + (R

邵二
= 兀M

,‘(‘, } , 、

岛
)Z

dt 《M
{笠

, 、

盘浏
,

从而根据L e vi 定理
,

有

J争
, (/ ) }心一

丁{二
‘(%汕

一 ,、m f
‘一拭二 )e x p

「一 !禁1* ( 二M < + 的
.

协 - ) C心 J 一 。。 L 1 1 . J

定理1 设 f( 幻〔L
: (一 co

,

、 )
,

对f( 劝〔L式一、
,

。 )(刀》1 ,

刀 为常数 )
,

则存在函数

劝(t) eL : (一oo
,

co )使得

( i ) 功(t)~ 少「f〕
,

(ii ) 必(t) 是局部绝对连续的
,

(111) 早仁i二f(二)〕二必
,

(t)
.

实际上
,

I f+ OO
, , 、 , . , ,

~
, , ,

势仁t) =
/ ‘

一

! J又% )e x p L‘盯」“义= 1 LJ J
。

恻 乙兀 沙一‘ 户

证明 ( i ) 按 引理 4 ,

f( 劝〔L
, (一‘

,

‘ )
,

从而按引理 5有犷叮」= T 〔月 == 献t)

(11 )
,

(111)
:

如果令

1 厂
毋” L才) ~

/ _
一

l
产

、尸 艺兀 J 一 招

则沪
。

(矛)〔L : (一、
,

。)并且

f(二)
e x p 〔‘二t〕d 戈 ,

I f”
. , , 、

沪武 t) = 厂
。 _ l 以J 仁劣 ) e X p L以t」“劣

,

入尸 乙几 J 一 界



晓 钟 刘 兴 权

m

周
,

L

” 勺
) 。O

叻
。

(矛)二 , 〔i“毛(
‘)〕

·

我们来证明 粼 (t) 二叻
,

(t)
:

令 {h衬是实数列并满足

h。” o , 当水* 。
.

我们有 (取h。 子 0)

一

户
一

(功
。

(, + * . )一功
。

(, ))
I ‘仍

e x p [i劣(t+ h。)〕一 e x p「萝二t」
: , 一 、 、

-- 一
-

- 一 元 一 J 、升 j“ 山
“仍.

协一户盈.、.J1脑
斌一一

一 、

愁
,

{{
, e ‘“〔‘

念
」一 ’二 p仁。 ,‘(· ,“二

因为
e x P [茗劣h。」一 1

h。
e x p 〔ix t〕f (劣)

场

,月/
产

/
、

、,夕z刁lweJ
饥

矛
六

劣
�八乙

一
f
.

l
.
‘

PXe
一

, 月
,

I
J

饥咸2rl
l
L

PXe
Z,.、

.

人。 s ln 奢{!f
(劣 , ,《 ‘/ f (X , ‘

,

簇

故有

功二( t ) 二 li m
协一》 。,

(功
,

( t+ h . ) 一功
”

( t ) )
1
1

呱

一
‘

/

气
_

}
”

lim
夕

、 乙 J ‘ J 一 a 价 -争 以〕

e x p「fx h。〕一 1

h。
e x p 仁‘二t〕f ( 二 ) d 二

{ ‘x f (、 ) e x p 〔‘二 t〕d 二 = 价
。

( t )
.

一 匆 .

因为功
。

( *)满足L i p s e h i t z 条件 :

!,
·

(‘+ ”卜,
·

(‘) !、、公
二

{{
,

}(一 p 〔‘, (‘+ ”)卜一
p 〔‘二‘: )f ( / ) ‘d

%

一、
一

七、{{
,

,‘二 p 〔‘二“卜
‘,二p 〔‘二‘〕f (二, ,d 二

幻
一

公丁{
。

}、“日, (二 ) !“一 }“}、公{{
。

,州
二) }dx,

所以每个功
。

(f) 是局部绝对连续的
.

于是
,

按引理 3
,

协
‘

( t ) = 劝(才)
, a

.

”
.

(并且必
,

( t ) 二T 【i, f ( x )」
.

)

定理 1推广了〔1〕中相应的定理
、

指翎局部绝对连续变式的存在
, 且为 (4) 式所决定

.

定理 2 冷 f( 劝〔L :
( 一“

,

” ) 并且 护f( 幻〔几 ( 一Oa
,

” )( 刀》 1 为常数 ) , 则存在函数

功( t) 〔L : ( 一的
,

、 )满足

( i ) 功( t ) = 全
朴〔f〕

,

( ii )
.

必( t) 局部绝对连续
,

( 111) r 补
〔一 f%f (男 )〕= 价

,

( t )
.
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事实上

1 (
+ 。

, ,

功(t )~
~

牙下二
二

1 j t劣 ) e 工 P L一 , 劣rja %

N ‘孙 J 一 C幻

定理 3 令f (劝〔L
Z

(一 。
,

。 )
.

如果 r 〔月 ~ 诱(约并且功(约〔L
,

(一。
,

。)
,

则

I f+ 况
, , 、

J又劣少“
/ ‘
一 } 价以少e x p L一 忿%钊 a t

, a
.

匆 荃兀 J 一为

(7 )

这定理用Pl a nc he
: e1 定理及引理5易证

.

推论 2 等式 (7) 在了(幼的每个连续点处成立
.

推论 3 设f (幻〔L
:

(一。
,

。)
,

如果r 〔月 = 功(t) 并且存在实数
a > 1 /2

,

使

t“功(t )〔L
: (一。

,

冈 ) ,

则 (7 )式几乎处处成立
:

f(二卜、
飞
、

{几
。(‘)一p 〔一‘/ ‘: d ‘ 二

推论4 令有界函数f(劝〔L
2 .

如果存在功(约》 o使全〔月 二功(t)
,

则 (7) 式几乎处处成立
:

, (、卜、
认!沙

(‘,一 p仁一汉“dta ⋯

定理4 在定理3假定之下
, 如果二。是f (劝的L e be s g ue 点

,
’

则 (7) 式在肠成立
:

I f十为
. ,

.

、

了L戈
。
J ~ /

一

孟 _

l 价又才)e x p L一以
。
列 a 犷

八 z 乙兀 7 . c 汉〕

(8 )

证明 设夕是 (一oo
,

+ oo )中任一点
.

令

(当戈〔仁O
,

占」)

(当二诺〔0
,

睿」)

1上八U

‘J、‘

一一
、、J了

戈

护
r戈

g

显然 g (x )〔Z : (一、
,

。)
.

我们有

1 「”
, 、 ,

二
。 ,

1 (君

势
” ‘才)一了

一

丽 J
_ 。 g L劣 ] “ x ”L一’劣才J“劣’ 寸

一

乞二 J
。 ”x ”L’劣‘J“劣

一

几斌
一

缈甲月
(“n> ,“, ,

·

于是

~
一 , , . 、

l
T Lg 」= p 以)= 寸

一

2露
-

e x p 〔i增」一1

it

由Pa r se v a l等式我们得

(‘
, , 、 ,

1 {
-

! r 几劣 ja 劣 =
J

一
一 1

J o ’ 一

V Z汀 少
功(t)

e x P〔一 i增〕一 I J ‘

一
-

-

一
-

—一二
~

一 一 一
-

— “ 吞

OO仍lJ
+一m八

所以
,

如果劣。是f(% )的 L e b e sg u e
点

,

‘(凡, 一、
飞
、
拟代

‘(‘

产叱黔卫
“

例
: _ 二。 ·

现在我们在右端存在导数的点计算它的导数
.

其{
‘ OO 澎 , 。

-

旦丝〔二少考〕二 l
一

d ,

a 戈 沙
一二

‘ 、 ‘

一汀
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e x P仁一万(劣+ h)t〕一 1

玉岑
。
h

1im l{{二
, (, ) d ‘一

丁〔三
‘〔‘)

’‘ p〔之万
」一‘ d ,

{
:

. _ _

I f
+ 为 、 , 二 、母工p 〔一‘(劣 + h

,

)t〕一 e x p E一 ix t〕、
‘

= 二 1 I IU , 一一 , 切 、‘ ) 一
- -

一
一- -

—
- - 一

一
一气几 -一 一

—
一一以 咨

。

今二 n o J 一二
一 ‘

一订

一 、im
}
‘一 诱(, )

旅 ~ 卜 之男。 J 一 O

e x P〔一 ih
, t」一 1

一 f广h
e x p 〔一 i男t」d t ,

其中 {h
。
子叶 是当。, 。时h

,

、 0的任意实数列
.

我们有

献簇
1一一

一一
, .,曰一

‘山奋J孟‘

一一
尸!��

pXe

X
一PXe献

根据控制收敛定理
,
得

刹争
“, e

xP工二叫
一 1 击

li m
份 ~

)
C心

.

‘( t ) , 兰虹二亘丛重上工
e 二 。「一 ‘二t l‘t

’ 、

一3 了

一

{{二
一

{竺

功( t ) lim
协弓卜帕(

e x p 仁一云h
。*」一 1 \ 1

)
’

‘ it ”X p L一 , x r ja ‘

功( t )
e x p 〔一i劣t〕d t ( 9 )

推论 5 在推论3的条件下
,

等式 ( 7) 在 f( 幻的每个L eb es g u e 点成立
.

推论 6 在推论 4的条件下
,

等式 ( 7) 在 f( 习的每个L e b es g吐点成立
。

定理 5 令f (二 )以
: ( 一 ,

,

。 )
,

g ( x )〔L : ( 一。
,

加 )
,

少〔j卜娇(
t )

,

全〔g 卜势( t ) 二 一 it必( t )
。

如果f扭 )是连续函数
,

则

( i) j( 劝是局部绝对连续函数并且

f
,

(二 )二 g (二 )
, a . e .

( 11 )

, ( / 卜 一

{〔二
。(。, d 。

,

( 1 0 )

(11 1) 如果 g ( x )也是连续函数
, 则对一切% ,

f
,

( t ) = g (二)

证明 ( i )据Pla n e h e r e l定理
,
有

功( t ) ( L
Z
( 一。

,

冈 )
,

一讨功(才)〔L
: ( 一 co

,

co )
,

由推论5 , 对一切劣
,

(1 1 )

功( t )
e x p 〔一 i二t〕d t ( 1 2 )

OO8+一产盆毛..J
·

飞兀
1一2

斌f ( 劣) ~

由定理2 夕
一方面f( 劝是局部绝对连续的并且

f
/

( 二 )二少爷〔一 it功( t )〕
,

另一方面据本定理所给条件
,

夕( , ) 二r 铸〔一 it功( t ) 〕
,

从而

f , (劣 )二 g (劣)
, a

.

e 。

( 1 3 )
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(11)
,

(111)
.

从 (1 3 )式 ,
有

了(v)一 , (
·

卜了:
,

,

(二 )d 、一

I:
。(X )d /

(1 4 )

据引理 4
,

献 t) 〔L
;

(一因
,

阅)
,

所以 f(劝在(一 oo
,

+ co )上一致连续
.

又因为f( 劝〔L
: , 故

lim f(二)二 0
.

户 OO

从 (1 4) 得到
:

对
之的一切值

‘(
·

踌 :

I{二
。‘“ )“

.

从而在 f(二)的L e b e sg u e点成立f
, (y ) = g (y)

.

注 由本定理的其余条件不能推出l( 二 )的连续性
.

例如
,

f( x) 是D i r ich let 函数
,

绒幻 三。
.

定理6 令 f恤)〔L Z(一 oo
,

oo )
,

g (二 )〔工1 (一 oo
,

oo )
,

少〔f ] 二功(t )
,

少〔g 〕= 势(*) =

(一if)
.

功(t )
,

其中正整数
n
> 2 , 则

( i ) 如果f(劣)是连续 函数
, 那么f( x) 有直到

。一1 阶的局部绝对连续函数
,

且全属于

L
Z ,

而f
(川 (x) 几乎处处存在

,

并有

f
‘” , (劣 )二 g (戈 )

,
a

.

e
.

( ii ) 如果f(二)和 g( 军)均为连续函数
, 则f( 劝 有直到

n 一 1 阶的局部绝对连续导数
, 且

处处成立

f
‘”’(% ) = 夕(‘ )

.

证明 由Pla n e h e r e l定理
,

功(t)〔L
: (一、

,

。 )
, ,

(一it)
”

功(矛)〔L
:

(一为
,

。)
,

按引理4
,

(一了t )今功(t )〔L
: (一、

,

、) (k = 0
,

1
,

2
,

⋯
, n ) ;

(一 it)“功(t)〔L
: (一、

,

。) (几= 1
,

2
,

⋯
, n 一 1 )

.

令

h(劣) = f{二
(一 ,‘,‘(‘,二p 仁一“/ ““

按定理 2 ,
h( x) 是局部绝对连续的

,

且

r 朴「一st娇(矛)〕= h(二)
,

所 以

r 〔h」= (一1’t)必(t) (1 5 )

按定理 5 , 对一切戈值

f
,

(、 )= h(戈 ) (1 6 )

注意到 (15 )
,

(1 6 )及h( 幻的连续性
,

重复以上论证
,
可知定理真确

.

推论7 令连续函数f( 幻〔几 (一。
,

oo ) , 甲仁月 ~ 献t) 一 则下列三个条件两两互为充要条

件
:

( i )

(11 )

t必(t)〔L
Z(一co

,

‘ )
,

当 h, 0 时 , g 。(二)二
f(、 + h)一f(二)

h
就L :

范数收敛
,
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推论 8

( i )

(11 )

了(劝绝对连续
,
j’(幻几乎处处存在并且j’(劝〔几(一 。

,

、)
.

设f(二 )〔L
。夕 犷仁f〕二协(t)

.

则下列二条件等价
:

尸功(灼〔L
: (一“

,

OO )
.

f (幻
,

j’(幻
, 二 ,, f

‘” 一” (劝绝对连续且属于L
Z ,

f
(”, (

.

幻几乎处处存在 且属于乙
2 .
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