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摘 要

本文给出一种弹性
一

粘塑性本构模型代替了通常的弹塑性模型
,

假定在趋向裂纹尖端 时粘性

系数趋向于零
,

即叮二 刀。, ,

对动态裂纹的尖端场进行了渐近分析
.

文中给出了适当的位移模式并

得到了单参数解
.

对不同的M ac 五数和粘性系数作了数值计算
.

墓于这种渐近解提出一种断裂准

则并讨论了裂纹扩展的稳定性
. 二 、 _

弋1 ! - 盏一

一
‘j l 二公二

、 砂 l 下刁

早期的断裂力学仅
‘

以线弹性介质中的裂纹为研究对象
, 由于应力强度因子的引入

t‘’,
使

得裂纹尖端场的行为被彻底揭示出来
,

因而 留下的问题只是具体计算应力强度 因子和测量材

料的断裂韧性
.

对于非线性材料
,
如塑性

、

蠕变
、

粘弹性
、

粘塑性等材料
,

人们自然也期望

得到类似于弹性材料的结果
,

即找到裂尖场的控制参数
,

从而建立合理的断裂准则
.

然而
, 几

非弹性材料中裂纹的尖端场呈现出种种复杂特征
.

它不仅对材料性质十分敏感
,

甚至还依赖

于裂纹的状态 〔静止
、

准静态
、

动态 )
.

例如
,

幂强化塑性材料中的静止裂纹
,

应力具有
r 一‘

的奇异性
〔
早

’, 而准静态扩展裂纹则具有 (1 n R /
: )

‘

的奇异性“
’, 二者截 然 不 同

.

正因为如

此 , 对于非弹性材料必经分别研究静止裂纹
、

准静态扩展裂纹及动态裂纹
.

对于扩展裂纹最早的研 究成果是Chi t al e g 和 M c
cl int o o k 〔“J 给出的

,
他们研究了理想塑

性材料中的准静态扩展的 I 型裂纹
.

其后 , Sl e

Py
a n 〔‘’采用Tr

e s
ca 屈服条件研究了 I型准静

态裂纹
,
高玉臣

〔, ’和Ri ce 〔“’独立地采用M is e s 屈服条件研究了 I 型裂纹
,
但只给出不可压缩

材料的结果
.

对于可压缩的理想塑性材料中的 I型裂纹
,

高玉臣
〔“’
最先绘出 了一般的研究方

法并且在 「1
一

们中给出了完整的解
.

在 厂1侧的结果公布之后
, D r

ug
a n ,

RI Ce 等人抄用了【1。」的

结果料
,

改换了书写符号
,

发表了论文〔1 1〕
.

但是
, 由于〔n 〕加进一些错误的推导

,

使得裂纹

正前方应变无奇异性
,
这一结果 与【10 」不同

.

D ru ga n 等人在仁1 1〕中曾多处指责 仁10 〕
,
但均

属无依据的推论
.

为了更严格地证明裂纹前方应变的奇异性
,
高玉臣

、

韩斌和黄克智采用〔们

的方法研究了高阶渐近解
, 并发现

v < 1 / 2情况的二阶渐近解不存在
’‘“’.

此外
,

还指出了准静

叶开沉推荐
.
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.
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态解的一些其他矛盾
.

值得提出的是
,

D r u
ga

n 沿用 [ 9」的方法也研究了二阶渐近解
〔‘. ’,

但

是厂1 3」的结果是错误的
夕 因为在扇形区协调方程不满足

.

综上所述
,

扩展裂纹的准静态解由

于一些矛盾而使研究处于停顿状态
,

当然
,

也未能被应用于断裂准则
.

扩展裂纹的动态解〔‘今一 ‘“’表现出许多较为合理的特征
,

例如 当M ac h数趋向于零时
,

应力

场与静止裂纹的一致
,

见「1 4」
.

但是
夕

动态解仍然包含一些矛盾
夕

其中突出的问题就是某些

动态解中含有激 波
〔’路 , ,

这是值得怀疑的
.

此外
,

动态渐 近 解中仍 有 两 个 未知参数
,

即在

月In R /r 中
,

A 和 R 均要 由远场决定
, 这样便无法运用于实际

.

本文引入一种新的粘塑性模型来研究扩展裂纹的尖端场
.

当粘性系数为零时便得到通常

的理想弹塑性情况的基本方程
.

本文给出的粘塑性解消除了塑性激波
,

同时证实了通常弹塑

性解的某些合理特征
.

此外
夕

本文给出的渐近解是单参数的
,

只有 R 是 未知的
,

这将为应用

提供方便
.

二
、

弹性
一

粘塑性模型

如所周知
,

许多材料在高速变形时呈现出

率敏感性或称为粘性
, 即应力依赖 于 形 变 速

率
.

另一方面
,

在裂纹尖端附近
、

应变具有奇

异性
.

所以在接近裂纹尖端时
,

应变率
.

总是很

高的 , 即使是M a o h数很小也是如 此
.

这 样
,

材料的粘性便成为裂尖场研 究 中 的重要 因素
.

这 里
,

我们将给出一种弹性
一
粘塑性本构模型

,

如图

图 1 本构摸型

1 所示
.

它 由三部份组成
,

即弹性元件
,

塑性元件及粘 性元件
.

令。 , 。。及。, 表示总应变
,

弹性应变及塑性应变
, a , 二 ,

及口 ,

表示总应

力
,

粘性应力及塑性应力
,

于是我们有
:

已~ 己。 + 巴,

。。 ~ 。 / E
,
也

,
~ 之井。 ,

J = a 。
+ J ,

。。
~ 叮色, , 。 , = f(。, )

这里 尹是流动因子
,
尹李o

.

E 为Y o u n g 氏模量
,

母上面的点表示对时间矛的导数
.

由(2
.

1 )
,

(2
.

2 )可得
:

} (2、1 )

(2
.

2 )

刀是粘性系数
夕

f(。, ) 是塑性加载 函数
.

字

沙
老= 。 + 元价J

,

乙

1

‘’ 1干万豆丽 a

(2
.

3 )

(2
.

4 )

。, ~ 刃一云 (2
.

5 )

f(。,
)

一 ‘

] (当a > f(e ; ))

(当o《 f(
e 一))

(2
.

6 )

1刀o

!一�怜
丹

进
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(2
.

3 )~ (2
.

6) 还可以改写为
:

‘

!!
/

11 ...11-,

�.l.J
、.少

召
Z‘、

.
子」

i
一

口

一
,土

reseeL1一刀
兄=

几份

1 +--6 妙 (2
.

7 )

勺= e 一万

对于一般的三维情况
,
我们把 ( 2

.

1 ) ,

e 一 e
。

+ c ,

C e
~ C : 口 , 公 , =

s = s , + s ,

( 2
.

2 )写为张量形式
,

几共 s ,

( 2
.

8 )

} ( 2
.

9 )
s。 = 叮启, , a , = f ( e , )

这 里
, c 是四阶柔度张量

, s , s ,
分别是仃与 a , 的偏量

,

而。 , 与仑, 由下式给出
:

a , 一

(普
s , : : ,

)
“ “ , ·, 一

{(
一

葺
“, :

“,

)
“Z

d ,

(2
.

1 0 )

由 ( 2
.

8 ) ~ ( 2
.

1 0 )可得
:

云~ e : 亡+ 元朴 s ,

( 2
.

1 1 )

1

1 + 刀之怜

几份

1 + 刀之朴

S , J ,
~

1
丁

一
。 .

口
1十 玲几,

( 2
.

1 2 )

·

;
。

一 ‘

1

(2
.

1 3 )

f ( e ,

)
(当 a > f (。

,

) )

(当a《f( e , ) )

( 2. 几4 )

其中

a 一

(普
s : :

)
““

( 2
.

1 5 )

‘

!
;
J

子

!
声

飞!.J
、,产

,
召

J

‘
、

子
J1

·

a

一
1l

一.
.

!L1一刀

(2
.

1 1 )一 (2
.

1 5 )还可改写为
:

云= c :
诊+ 几s

几份
几=

-

.’y 一‘ “

一 1 +. 私
,

(2
.

1 6 )

2
, _

巴, = 一石石 L口一J L己 , ) J
0 1 ,

( 2
.

1 6) 便是我们给出的模型的本构关系
.

当J《 f (
。
,.) 时它表现为纯弹性

,
当口> 了(勺 )时表现

为弹性
一
粘塑性

。

如果 刀非常小
,
它表现为接近弹塑性材料

。

、
、

三
、

场 的 基 本 方 程

现在考虑一个特殊情祝
, 即塑性元件表现为理想塑性

.

令 价 , , 山 , 为直角坐标中的应变

及应力分量
, 则三维本构关系可写为

:
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也‘, ,
1十 v

E
沙

, ,

_
. 了 去

一 “

(3
.

1 )
l

,

l
IS

‘

摊+了占
曰‘‘口

1 /
‘

口
。

\
九= —惬1 一一

一 .

玲 \ 口 /

这里 a 。
为拉伸屈服应力

, ,
为Poi s so n 比

.

对于平面应变问题
, 利用‘

:
= O,

可得到

。 : :

一(a
, 。

+ a , , )+

(言一)
a ·

, ZE
, J ,

「
‘ , , , 、 , J , ,

口 , =
一 石一 e x p L一刁 J I 几 k口

二 :

十外
, ) e x PL/1 」a

0 J to

ZE (
‘ , , .

/J = 一
,

二一一 龟 几a r

万 J to

(3
.
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。一斌百[
一

再(
。

; :

一。 , ; )
“
+ 。 ; , + 冬(三一

,

、
“ (。

: .

+ 。 , , 一 。一)“1
’‘“

L 任 O 、 ‘ / J

(3
。

3 )

对于不可压缩材料
, v二 1/ 2 , 于是有

:

口: :

= (a
二,

+ a , , )/ 2

a 二斌葱
一

〔(a
, 二

一a , , )“/ 4 + 。鑫, 」’
产:

(3
.

4 )

(3
.

5)

、1l|1
、

,

z
|....少3

1 二

己
二 ,

= 一 e , , =
一

4万
-

L 口
, ‘

、 .

么
,

一 叮 , , )十 下
~

仁口
二 二

一 a , , )
‘

3 二

己
二, =

一

招
L ’二 ,

十 几CT “ (3
.

6 )

1 /
几= —【

刀 \
1 一 一芝)

令
u ‘ (‘= 劣 ,

功表示位移
, 于是运动方程可写为

:

a ‘

川= P公‘ (3
.

7 )

其中 p 为质量密度
.

几何关系可写为
:

。。, 一

合
(。‘

, , + 。 , , ‘)
(3

.

8 )

四
、

渐 近 分 析

图 2 表示一个沿二轴方向以速度
。
稳恒扩展的 I型裂致

.

令 , , 0表示极坐标
,
根据稳恒性

条件
, 对任何物理量 . , 其变化率为

:

~ 口 ‘ /
.

,
口

。
d 、‘

甲 = we t) 一二一 一 甲 . t) t S ln 口一 - 二二万 一 C O S 口一二一 . 甲
口戈 \ r o 廿 口r 7

(4
.

1 )

“

勺
‘

其中

巾二少‘,

一
e ‘e , ⋯e ,

中牛 必。s 二 : , e ‘e , ⋯e 。

. ‘表示基向量
.

}
、

(4.
2 )

卜

“
’

0 匕么
,
一名

圈2 坐像率
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对于不可压缩材料
,

我们可以引入位移势U ,
使得

aU aU
“ ,

= 一 丽百
, 、=

一

否
一

根据理想弹塑性情况的分析
「“ , ,

我们假定在裂纹尖端应力有 界
,

1 /r 量级的
。

这样
,

利用「14 」的结果
,
令

(4
.

3)

于是由 (3
.

7) 可知脚是

。

「,
. _ 。 ,

R
. , , 、

〕
U = r “

l八 s l n 艺口In 丁十 g L口) l
L , J

(4
.

4 )

其中 又是常数
,
可称为应变奇异性因子

,

而R 是塑性区尺度
,

利用(4
.

3 )
,

(4
.

4 ) , (4
.

1 )可得
:

、

1
.‘2J...

, ..J

· ,

一(
2 ; 一

2“‘·

粤
+ 。,

)
·。

一1
2 , 5 1· 2“

(
‘n

乍
一

合)
+ 2。

(4
.

5 )

〔2 五(Ze o s 2 8一 e o s 4 8)一 (夕牌 + 4夕
’

)s in
2
0〕

} (4
.

6 )

犷r

一一
公

公e‘习

这里
,
撇号

‘

表示对 0 的导数
.

进一步利用(4
.

5 ) , (3
.

8 ) , (4
.

1 ) ,
可得

乙叮
SOV

犷r
色

, r

二一 芭e, = 一 2又

(4
.

7 )

通
, e = 丫「

2 , s、。 3。一 王(
。‘+ 4。,

)s、。 。1
r L ‘ J

{
由于应力有界

,
所以可以令

a ‘, ‘J ‘, (口) (4
.

8 )

为了方便
,
我们引入下列量

:

、.耳,l
、
了‘..少1

,

百LJ f ,

十 a e e ) / 。
。

合
(a

一
a , , ’/ a 。 (4

.

9 )

T 二 a.
。

/a
。

这些量的变化率为
:

‘一圣sin
“

纂
一

‘一子
·‘n ”

(若爵
一 ZT

)
少一带

5、n “

(器
一

+ 2 5

)

(4
.

1 0 )

_

下面我们给出材料的粘性
.

我们指望仅在高应变率区域内粘性作用才显著
, 而且指望材

料仍具有理想塑性的某些特征
.

所似
,

我们假定 ”
一

由下式给出
:

。一

{
行o

刀。r
/ R

铃

(
r
> 尸

铸)

(r < R 铃 )
(4

.

1 1 )
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这里 R ‘ 是一个尺寸
,
为了方便

,
可以取尹‘奔

.

将(.4
.

, 叭 (诊: 9) ,
沁 .1 的,

(;4
.

1 1 )代入

(3
.

6 ) ,
将(4

.

6 ) , (4
.

9 )代入 (3
.

7 ) , 并引入下列无量纳蟹
:

ZE R 朴

口
二二二

.

二”
-

一

3 t) 刀。

‘一

簇
一

, , “一

簇
一

凡 M一《瞥
一

)
“’

(4
.

1 2 )

最后可以得到
:

器
一 2T + 、
淤

Ac os 杆aS (卜t)] 一 }
、

贫
+ 2“一 :

端;、
一

卜cO
SZ“十aT (卜枷

·

习
一 。

!
(4

.

1 3 )

、.‘..

1‘
,JI...尸

d 万
.

1 「_ J ,
.

。 /
_

1 、1
一j万

一

十下获
一

不 l艺岌 c的口十 a o 吸工一
一

了 , l. U
“ u 万I U 口 L ; \ 叮 / J

d 3口
.

d G
一

d少一 十十刁e一
1

1 一M
么sin 名0 I

A (‘+ 2 ·0 5 2 “,
(4

.

1 4 )

+ ZM
“‘·。5 4”一 2

一
2“卜黑

其中 ”二 (S 之+ T
么

)’
‘2 .

(4
.

1 3) , (4
.

14 )就是裂尖场的渐近方程
.

现在给出问题的边 界条件
.

由对称性可得
:

T (0 )= G (0 )= G
l,

(0 )二 0

由裂纹面上应力为零条件可得
:

T (二)= 0 , 万 (二)一 S (汀)二 o

由口, o处解的正则性可得
:

/
‘

1 、1
_

一
一
吸1一 — 万皿. 抓)
\ 耳 I J

(4
.

1 5 )

(4
.

1 6 )

q
.

1 7 )

: (。)
一(

1 +
一

梦)

五
、

与 弹 塑 性 比 较

(4
.

1名)

为了把以上所得结果与弹塑性情况〔1 4〕进行比较
、

我们引入新的函数几及p使得
:

s
一(

1 +

勃
。0 3 ,

: 一
(
l +

会)
s*n ,

(5
.

1 )

、|f
‘砂Jles

于是 (4
.

1 3) 变为
:

、

1
.

!
�了

!
/l d无

.

叉
百 石砂

~

十云班形

e o s坳一M Zs i n 么8
_

_

月

一i二⋯材喻矿石
一 了一 甲

I二汾么兹神
-

仁舞
。
印的切一万坛运 (价气加 )子二 0

了
,

二 凡丫 d叻 八 凡 s运功,
s劝

, A

铲下万八 刁奋一
‘

/ 一盈五刁
一

丁二牙王

而匆 甲 丁万万恋污i五活日
一

( 5
.

2 )

·

〔Zs in 叻e o t o一M
Zo o s ( 4一2夕)

’

」~ o

( 4
.

14 ) 式变为
:
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d 万
,

1
, _ J 。 二

〕乙
一

十 二丁 刁L艺汽c o s甘一 几 c o s梦J = U
U U 含 I U U

d 名G
.

d G

窟少 十 4
一

d 口
1

1 一M
Zs in

么
口

月(1 + Ze o s2 0 ) (5
.

3 )

、.

1
垂

.\r
.

+ ZM
么

(e o s 4夕一 Z e o sZ夕)一2 凡
s in 势
Sin o

如果我们简单的取a = 、 , 即刀
。
= O, 于是(5

.

2) 变为
:

几二刃〔Ze o s妙e o so + M
Zs in ssin (矽一 2 0刀 / (e o s Z

势一M
Zsin 么0 ) (5

.

4 )

吧 一 2 一 “

烈乍
9愁奖刃李

一 。 (5
_

5 )

d 6 “
.

e o s么p 一M
忍sin 2

0 一
” 、 “

·
‘夕

(5
.

4) , 〔5
.

5 )正好与〔14 」得到的方程一致
.

这样
, 当粘性为零时

,

我们所得到的方程便退化

为弹塑性情况的结果
.

但是 ,
如果 a 今、 , 无论“值如何大

, (5
.

2) 与 (5
.

5) 总是有本质区别
。

六
、

数 值 结 果

数值计算是对 (5
.

2) 式进行的
.

由 (4
.

1 6) ~ (4
.

1 8) 可得到 (5
.

2) 的边界条件
:

功
‘

(o) = o ,

劝(二)= 二 ,
入(o )= ZA (6

.

1 )

选择适当的A值使劝(动 ~ 二得到满足
.

数值计算结果表明
:

1) 对于固定的M
, 存在一个a 的临界值ac

, ,

当a < ac
,

时没有满足 (6
.

1) 的解
。

当几
,

<

: < co 时 ,
总有解

,
A 是a的减函数

.

当a ” ac
,

时 A”阅
,

当a , 叻时A , 0
.

2) a 。 ,

= ao
,

(M ) , 当M、 o时a 。 ,

~ M
一 ‘

.

曲线a甜(M)如图 3 所示
.

3) 对一些典型的M与a值
,

曲线试 0)
,

从 0) 由图4一图10 给出
.

由图中可见
, 当M固定

时 , 对于较大的a 值
,

函数功(口)与〔1 4」中得到的相似
,

但是本文的 势(0 )到处连续
.

这样
, 由

于粘性的引入 消除了裂纹尖端场的塑性激波
夕 而且A成为确定的值

。

图 n 中给出了由〔14 〕得

到的价(0) 曲线
。

澎
的井2恤,恤妒二0’:i /

在留 了户

.

。

巨‘立乏了二
.

二二二

一 ~ _ 一一一 一一

0 忍 1
,

6 2
.

4

圈万 有解区城 图 4 势
一 e曲故
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动态裂纹尖端的单参数枯塑性场

M
Z
二D

~ \

一

7气一 _ _ _ _ _ 一一一
三

圈10 元一夕曲组 圈1 1 文做【14 1绪出的析6曲组

七
、

断 裂 准 则

利用(3
.

8 )
,

(4
.

5) 可得到裂纹前方的应变主奇异部分
:

。, ,

,
, 一 。

== 旦乡 A hi 旦
J二

。

r
(7

.

1 )

这里 A是确定的常数
,
依赖于 a 与M

.

从力学观点看
, 断裂过程应该受裂纹尖端周围的应

变状态控制
。

另一方面
,
本文的结果表明

,

在裂纹前方的
￡,
较其他方向大

,
所 以我可用下式

为封别准则
:

去e a
, . 0

r 目f o

(7
.

2 )

其中 ec
,

与r0 是材料常数
,

它们应 由微观力学确定或者由实验测得
.

当‘
,

与 r。给定时
,

我们

可以算得R 的临界值
:

尸
。 ,

= r oe x p
E e 。 ,

瓦刁t万万j〕 (7
.

3 )

当远场状态已知时
,
我们可以通过计算得到R ,

通过R 与Rc
,

的比较便可对裂纹扩展与否作出

判断
。

八
,

裂纹扩展的稳定性

为了讨论裂纹扩展的稳定性
,
我们引入新的参数夕

。一 2尹
卜

了两 、
‘/ “

行一
,

而万
一

、万
一 2

(8
.

1)

于是 a = 刀/ M
/

一

(8. 2 )

这样
, 当各材料常数固定时

, 即 刀固定时
,

_

“ 与M成反比
‘

数值计算结 果表明
,
这种情况下

得到的A是M的减函数
.

‘

再由(7
.

3) 可知
,

凡
‘

r

是材的增函数
. 几

‘
’

, 一 ‘ -

一
‘
·

另一方面
, 对于小尺度屈服情况

,
塑性区尺度R 是由动态应力强度因子K

, 。‘20 ’
决定的



4 。
·

毒 玉 巨

R ~ K 丢
。

而K
, 。又与表观 K l

有关
:

K , 。~ 心(M
, , )凡

其中以M
,

约是M的减函数
。

这样
,

为了保持R 二R
口 ,

成立
, 即维持裂纹扩展条件

,

随M的增大而增大
,
所以裂纹扩展是稳定 的

.

(8
.

3 )

(5
.

4)
.

则K , 必须

九
、

结 论

1) 由于粘性的引入
, 动态裂纹尖端场中的不合理的塑性激波被消除了

。

即使是在裂纹

尖端处粘性趋于零而且系数叭很小
, 所得的结果仍与通常弹塑性情况有本质 区别

.

_ 、 _ ,
_

一
丫
一

,

~
: , 、

_

一一
, 。 ,

, :

_ ‘ 二 ~ ~
、 , 、 、、

,
、

。 一 ~ 一 ~
一

。一
J ,

R
,

_
, _

一

习 盯士 l 型裂 双
,

今又仔到 J 毕多鳅散也群
, 就是侃

, 位皿 艾苛并坝戏ln 万甲只有 六

是未知的
,

尸

它
’

赞由逸场确定
, 而通是由渐近解本身给出的

.

在 石抖日中
, 姓是未知的

。

3) 本文的结果表明
, 裂纹传播的速度是稳定的

.
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