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几类非线性系统对白噪声参激与 或外

激平稳响应的精确解
’

朱 位 秋

浙江大学
,

年 月 日收到

摘 要

用福克
一

普朗克
一

柯尔莫哥洛夫方程方法构造了一类二阶
、

三类高阶非线性系统对白噪声 参 激

与 或外激的平稳响应的精确解 讨论了解的存在与唯一性及解的性态 所考虑的系 统的共同特点

是非保守力依赖于相应保守系统的首次积分
,

因此可称为广义能量依赖系统 文中 指 出
,

对每个

广义能里依赖系统
,

存在一族与之随机等价的非广义能量依赖系统
,

它们有相同的平稳概率密度

并指出对一给定广义能量依赖系统
, 、

如何找到其等价随机系统 作为例子
,

给出了二阶广米 能 量

依赖随机系统的等价随机系统 最后指出并用例子说明
,

许多非广义能量依赖非线性 随 机系统的

精确平稳解可通过寻求其等价广义能量依赖系统而找到

一 日下 弓犷
、 砂 二万

在过去 年中对非线性 系统对随机激励的响应进行了广泛的研究
,

发展了若 千 精 确 与

近似方法
〔‘一 ‘’ 当激励为高斯白噪声时

夕 线性或非线性 系统的响应是扩 散 的马尔柯夫过程

响应的精确概率密度可用福克
一

普朗克
一

柯尔莫哥洛夫方程 简称  方程 方法得到 然而
,

只对线性系统 与少数一阶非线性系统已知  方程的精确瞬态解
〔“’ 方 程 精确稳态

解的知识也远未成熟 至今
,

最一般的精确平稳解乃由 与 为在高斯 白噪声外

激下的一类二阶与一类高阶非线性系统得到
〔“, ’ 同受 白噪声外激与参激的二阶非线性系统

精确平稳解的第一个例子 由
” 【“’给出 最近

,

与 〔。’应用了详细平衡的

概念发展了一种得到在 白噪声参激 与 或外激下的非线性系统精确平稳解的步骤 作为例子
,

他们推广
〔 ’之解

本文考虑一类二阶
、

三类高阶非线性动态系统对 白噪声参激与 或外激的平稳响应 所考

虑的四类非线性随机系统是 与 〔“, , 及 〔’。〕所 研究情况的推广
,

包

括 了某些参激的可能性 , 也是
〔 ’及 与 仁。’所研究情况的推广

,

非线性

与激励更为一般一 这 些系统的特点是非保守力依赖于相应保守系统的首次积分
,
可称为广义

能量依赖系统
。

文中首先构造了四 类广义能量依赖非线性随机系统的平稳响应的精确解 然
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后讨论了解的存在与唯一性及解的性态 最后指出
,
对四类户义能量依赖非线性随机系统的

每一个
,
它的精确平稳解也是许多非广义能量依赖随机系统的精确平稳解 具有相同平稳解

的随机系统称为等价随机系统 在一族等价随机系统中
, 广义能量依赖系统可看作是该族的

“

中心
”

指出了对于给定广义能量依赖系统女响找到其等价的随机东统
,

作为例子
,
给出 了

二阶广义能量依赖非线性随机系统的等价随机系统 指出并用例子说明
,

许多非广义能量依

赖非线性随机系统的精确平稳解可通过寻求其等价的广义能量依赖随机系统而 找 到

与 〔。’
发现的末期结果

, 即在高斯白噪声参数与外激的适当组合下
,

一个非线性系统的响

应可为高斯过程
,

可用等价随机系统的概念解释

二
、

二阶广义能量依赖非线性随机系统

考虑如下形式二阶非线性随机系统

, , , , , , 、 。

八 月
公十“劣

沪 , 刀 , 一石
一

十万
,
一

石艺 夕。 月 蜜

式中 与 为常数
, 二 毖

,

下标劣与 表示偏导数
,

恤
,

为下列保守系统的首次积分
, 扩

, 。

与
。

为 的函数 假定 为二次可微
, ,

为一次可微 为保证系统 之平

稳解的存在与唯一而加于 与 决 的其他条件将在下面讨论 占以 是物理高斯白噪

声
, 均值为零

, 相关 函数 时
。 雪 」 , 占汁 当 ,

确实依赖于 时
, ,

·

舀。  表示参激
,

否则它是外激 系统 是 吧 与 〔。’所研究的那类系统的推广
,

考虑更为一般的激励
,

包括某些类型的参激
〔“

所考虑的系统及 与 仁。,

的推广也作为特殊情形包括在系统 之中 本文将用类似于 雌 与 〔“’所用的方

法构造方程 的精确平稳解

系统 的响应是一个 维时齐马尔柯夫矢量过程 以 ,
, ,

二。 ,

九 记响应的转移 概

率密度
,
支配 二

,

士
,

二。
,

毖。 的  方程形为

口

二 口
二二二 石
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飞
口劣
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实
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翔小《 雇
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式中
,

成 决 在推导
,

时计及了 。” 一 “ “
修正项 平稳概率密度九妙

,

幻

恤
, 云, 苏 。 ,

气 ,
如果它存在

, 必为下列简化 方程之解

一
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护
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‘
,

幻 肯定是 的解
,
如果它满足

,
·
一。

、犷、、

默 
,
, “卜 

一

 习 。。 。

办
七 乙 未

, 。

口
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口 一

、
乏

刀 , 。, 。 ,
,

一 。

七 ,

卜

的表示概率环流的平衡
,

表示概率势流为零

之通解为
〔“’

功 万
,

式中功是任意函数 由于 及其一阶偏导数随 】川 引 , 而趋于零
,

意味着
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乙
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/ H 番为常数
,
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,

则臼
.
1) 之精确平稳解由积分 (2

.
9) 得到
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, ,
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,

C
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e

y 与 M
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情形
, 只有一个白噪声外激

, 其强度为ZD 二 Za/ 护
, 则 (2

.
1) 之平稳解为

p ·

(
X

,

, , 一 c “
,

二p
[
一

{介
(·) d ·
〕

此与 C
a往g h e y 与 M a〔”’的结果相同

.

为建立本解 与 D im
en tb erg 〔吕’及 Y o n g 与 L in 〔“,

劣勺2
,
考虑 Y on g 与 L in 【“’所考察的非线性 随机系统

(2
.
14)

所得之解之间的 关 系
,
令 H = 房

,
/ 2 +

￡+ f ( H )毖+ 戈
=
二舀
;
(t) + 分君

2
(t) + 蚕

:
(矛)

式中雪, ( t ) 是强度为ZD , 的独立物理高斯 白噪声
.
在D ,

= 刀:条件下
,
系统 (2

.
15)

具有相同的 F P K 方程

公+ f (H )分+ 二二双落H
一

睿,
( t ) + 雪

:(t)

技解(2
.
13) ,

( 2
.

2 6 ) 的平稳概率密度为

(2
.
15)

与下列系统

(2
.
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夕
:
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.
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,
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s
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K
:
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/ D

:
+ 一/ 2

‘

( 2

.

1 8
) 与 D im

en tb erg 【. ’所得结果相同
, 只是符号不一样

.

因此 ,
C

a 往g h
e y 与 M a 「。’,

D i m
e n t b

e r g 「
吕’及 Y o n g 与 L in 〔

。’

文结果的特殊情形
.

所得之精确平稳解都是本

三
、

高阶广义能量依赖非线性随机系统

本节中将构造三类高阶广义能量依赖非线性随机系统的精确解
.

首先
,
考虑下列藕合非线性随机系统

、
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‘,
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,
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, 即
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f
‘
( H ) 二f (H ) 和 艺g

‘,
( H ) 占‘。( t ) = 雪‘( t ) (

3
.

5 )

( 3
.

1) 化为 C au ghey 与 M a 〔”所考虑的一类系统
.

系统 (3
.
1) 的响应是 2n 维时齐马尔柯夫矢量过程

.
其平稳概率密度P

,

( 万) ,
若存在

,
将

是下列简化 F P K 方程之正解
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.
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, 则它必是 (3

.
6) 之解

翻
“瓮

一
hf(
、。,

念}
一”

( 3
.
7 )

奇〔(
“(“ ,一
象
:D一:一 )”

。
(一 , ,

·

+

念(
。

象
,
D

。!

一
,
·

) ]

- 。 ‘一‘
,

2

一

(3.8)
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.
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.
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.
7)之通解为
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P
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.
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,
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(3
.
12 )的物理意义是

,

由耗散引起的能量输出与由随机激励引起的能量输入之比在所有分最

方向上相同
.
积分(3

.
11),

得(3
.
1) 之精确平稳解

,
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.
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7 ’首先得到 的结果
.

作为第二种情形
,
考虑下列藕合的一阶非线性随机方程描述的系统的平稳响应
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,

有
。

着条件(3
.
5)满足

,

解 (3
.
18) 化为

P 。 ( X ) = C
e x

P 〔一 211 /D 」

此与 D im
en tb or梦

‘“’的结果相同
.

最后
,
考虑用下列藕合二阶方程描述的非线性随机 系统

然而这两个解

而(3
.
15 )中没

(3
.
19 )

淤‘+ f
.
( H ) H

。,分.+
H

二*

二乙夕.。( H ) 占.。( t ) 二 1
,

2

,

…
,

n
(

3

.

2 0
)

式中功二川/2
, 氨。

(t ) 与(3
,

1) 中相同
.
H 二 H (二;

,
二:

,

…
,
“

。
, 夕:

,

y
Z ,

…
,

夕
,

) 是下列n个藕合的

保守振子的能最祖分
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, 甲

,
~ 吮呀二二r一 月

.

‘翻
嘀
勺 , 钾 分

必.+ 月 , / H ,
:
二 o ‘一 1

,
2

,

…
, n

( 3

.

2 盆)

此外
,

假定

H 。‘二G (戈
, , 、:

,

…
,
劣。

)

,

对所有i (3
.
22)

系统 (3
.
20 )是 C au g h ey 与 M a 〔

“’所考虑的另一类系统的推广
,

当条件(3
.
5)满足时

,

(
3

。

2 0
)

化为该情形
, 顺便指出

,

由于H 。‘
= G

(-s

:
,
二2

,

…
,

%
,

) 对所有f与夕‘无关
,

文仁6」之 (2
.
15 )式中

场
心
.
必为零

.

应用上述方法
,

可得 (3
.
20) 的精确平稳解

, 姚
_ 、 一

去
。 , 。

, (X
,

X , 一C G (尤 ,又
,

系
, 刀一“

·

(“’“
!
(” )

)
e’ p

L

一
)

·

云
无, 王·

f (
u
)

( 3

.

2 3
)

嘀...
1
1

移d
一

D
。‘g ,

(
u

) g ‘
(
。
)

式中X = 〔%
: 二: … 二.〕, 一 在推导中仍假定满足条件(3

.
12)
.
当满足条件 (3

.
5 ) 时

,

解(3
.
23)

‘

化为

, 〔X
,

, 卜G(X )二
p
t
一

{夕
(· ) d ·
〕/{{几

G(x)二p卜{:
, ( · ) d ·

〕dX
d, ( 3

.
2‘)

此与 C
。“g h

. 了 与 M a〔
“’之结果相同

.

作为 (3
.
2 0) 之另一特殊情形

,

考虑文仁9」中例5. 用本文符号它是

艺‘+ f ( H ) 分
‘
+ 。履二‘= 乙 分沁君‘。( t ) + 乙

二。. ‘。(‘) + 亡‘( t ) ‘二 l
,

2
,

…
, ,

( 3

.
2 5

)

其中

1
了1 二二二二 一

丁
艺
兄 (j:+ 。万对 ) (3

‘

2 6

)

而省‘, ( t)
,

加 ,
( t) 及雪

‘

( t) 是独立物理高斯 白噪声
,

均值为零
,

相关函数为

E 〔”
‘,

( t ) “
‘,

( t +
‘
)卜
ZD , “占(

‘
) 1

E 〔夕‘,
( ‘)雪‘, ( ‘+

丁
) 」一“D :6 ( ‘)

}

E 〔乙‘( t )乙‘( t + :
) 〕二 ZD :j (:)

(3
_
27 )

在约束D
:二D

:。。孟下
,
系统 (3

.
25 )与下列系统具有相同 F P K 方程

, ‘
+ f ( H ) 毖

‘
+ 。手二‘= 斌 ZH 省

“
( r ) + 雪‘( t ) i = 1

’

,

2

,

…
’, 。

按解(3
.
23) ,

( 3
.
2 8 ) 从而 (3

.
2 5)之精确平稳解为

(3
.
28 )

勺.
.J

材d一一!
,

·

( X

,

大’一C (ZD :H + D
3
,
一

‘一p卜{:
f(u)ZD:“+ D

: ( 3
.
2 9 )

此与 Y o n g 与 L 泣〔。’
的结果相同

, 只是符号不同
.

四
、

解的存在与唯一性及性态

本节讨论二阶广义能量依赖非线性随机系统的精确平稳解的存在 与唯一性及解之 性 态
.

对高阶系统可作类似讨论
,

若解(2
,

1 0)

、

(2

.

1 3) 或(2
.
14) 是可归一化的

, 即归一化积分(2
.12) 存在

, 那它就是存在

的
.
由(2

.
10)

、
‘

(
2

.

13
) 及 (2

.
14 )中p

。

(
,

,

幻 的指数性质
,

容易证明
,

p
。

(
二

,

幻 确实是可归一



士台2 朱 位 一 秋
-- -

化的
, 若存在H

。 ,

使得

F (H )> 0
,

如果H > H
。

( 4

.

1
)

与
J.

F (H )~ O (H a)
,

当H ” oo 时
_
(4. 2)

其中a > 一 1
,

F ( 月 )由(2
.
1 1) 规定

.
此时 , 由于P

。

(
劣

,

幻及其一阶偏导数随 1川 + }引” oo 而

趋于零
,
解(2

.
10)

、

(
2

.

2 3 ) 或(2
.
14)属于良态平稳解

,

从而是唯一的
〔7 〕.

若 随H , co ,
F ( H ) < o , 或者

, 若条件(4
.
1) 与 (4

;
幻满足

,
但 a< 一 1

, 则解 (2
.
10)

、

(
2

.

1 3) 或(2
.
14) 不存在

,
此时 (2

.
1) 在概率意义上不稳定

.

在临界情形
, 即条件(4

.
1) 与(4

.
2) 以a = 一 1满足 ,

解随万、。的惭近表达式可具有下列

形式

, . 、 一

告
p ·

(
“

,

‘, 一C 又
。

界尸
一 g , g :

)
11

一 “万 ,
.

仃” - (4
.
3)

其中夕为正常数
.
解存在的临界夕值相应于系统 (2

.
1) 之分叉

.

若解存在
, 则其性态还取决于F (万)

.
例如

,
若H = 0时 乙 D

, : g , 承‘0
,

则p
:
(二

,

幻可
正 ,

卜1

退化为叔戈
,

幻 物理上这意味着
,

在纯随机 参激情形
, 系统在概率意义上稳定而无振动

.

为说明上述结论
,
考虑(2

.
15) 之特殊情形

,

即

毖+ 〔a+ b (x
么
+ 毖么

)

’

」金+ 劣 = 对
;(t)+ 云雪:(t) + 雪。( t )

按解(2
.
17) , 系统(4

.
4) 之精确平稳概率密度为

(4
.
4)

p · (
二 , ‘, 一c (ZD IH + ”

3
,
一

‘二p
l
下
!

沙 a
+ b ( 2

“
)
r

。
Z
D

l u
+ D

。

d
u

」 (4.5)

b>0与r> O时 ,
解(4

.
5) 存在且唯一

‘

若
r
> O而b< o

, 则解 (4
.
5) 不存在

.
b= 0 时系统

(4
.
4) 在概率意义上的稳定性取决于

a之值
. a> D :时稳定

, a
< D

, 不稳定
.
因此 ,

b 二 0 与a=

D :相应于系统(4
.
4) 之分叉

. a> 刀; 且无外激励
, 即 晶(t ) = o 时

,

(4

.

5) 中p
,

(
二

,

幻 退化为

占(
劣

,

分)
。

五
、

等 价 随 机 系 统

上节中已证
,
在一定的条件下

,
一个给定的广义能量依赖非线性随机系统的平稳解是唯 纷

一的
.
然而 , 反之则不然 , 亦即 ,

许多不同的随机 系统
, 包括广义能量依赖系统与非广义能 属

量依赖系统
,
可具有相同的平稳概率密度

。

具有相同平稳概率密度的所有随机系统可称为等

价随机系统
。

这个等价的定义与上几节所有的不同
, 那里指的是具有相同 F P K 方程的随机

系统
.
因而可说是广义随机系统

.

对上述呀类广义能量依赖随机系统的每一个
,
都存在一族等价随机系统

.
这些等价随机

系统的方程可由该广义能量依赖系统在其非保守力上 加上或乘以适当的二与 , 的函数得到
,

加

或乖的愿刚是保持概率流的平衡
,

或能量的统计平衡
·

例如
,

对二阶广义能量依赖 系统(2
.
劝

,
.

其氛份随抓蒸笋形为
· -
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!+
l

·

(

H
,

‘(H , 一

会戈
+“2。
象尸

。!。“一
1

-

(

bZ 乙 D 。:夕。夕‘u , u ‘
+ 乙 Ireh,

h

s

D

* ‘g * g :

、
. , ,

二 。

)
劣一O

一

山
_
口k‘g ‘g ‘u 几u ‘月 ‘劣

. , ‘一 1

一 b
Z 一

,

户
;‘一
瓢
+
耸

=bE 夕。。。睿。 ( t ) + 乙h
, 。

,

(
t

) (
5

.

1 )

式中u
,

=
“ *

(
二

,

幻
,

h
,

= h

,

(
劣

,

幻为连续一次可微函数
, 刀,

( t) 是 与 蜜,
( 约独立的物理高斯 白噪

声
, 均值为零

, 相 关 函 数 E 叻
,

(
t 功
:
(t+ :)〕= Zl

rs
占(
:
)
.
当 。*

= i 与h
,

二 o 时
,

(
5

.

2
) 化为

(2
.
1)
.
若 “。与h. 之一不是月函数

,
而是戈与/或分的函数

, 则(5
.
1) 为非广义能量依赖系统

,

在

等价族(5
.
1) 中 ,

( 2
.

1) 是最简单的广义能量依赖系统
,
可看作是该族的

“

中心
” .

显然 , 对一给定非广义能量依赖非线性 随机系统
,
如果能找到它的等价 随机 系 统 族 的

“

中心
” , 就容易得到它的平稳解

.
这为寻求非广义能量依赖非线性随机系统的平稳解提供 了

一种简便的方法
.
例如

,
文【9 」中例 4

公+ (a + 伽
么
) 毖+ 。 ; ( 1 + 省:(t))戈二占

2
(t) (5

.
2)

式中睿
:(f) 与舀:(t) 是独立高斯 白噪声

, 强度分别为ZD
:与2刀:

.
在 “

/刀== D
Z
/(。丢D

;) 限制下
,

( 5
.

2) 等价于
公+ a 分+ 。若父二省2(t) (5

.
3)

这是一个广义能量依赖线性系统
.
(5
.
3) 从 而 (5

.
2) 的平稳解为

飞l.J
、.声�2

劣
p

·

(
“

,

‘, 一 C eX p

l

- 2

六
一

(

*

2

+

。
( 5
.
4 )

(5
.
4) 首先由 Y

on g 与 L in ￡。’
得到

,

它表示高斯概率密度
.
这表明

,
在参激 与外激的适 当组

合下
,
在高斯激励下的非线性系统的响应可为高斯过程

.
这个末期的结果可用等价随机系统

的概念加 以解释
。

六
、

结 语

本文构造 了四类广义能量依赖非线性 随机系统的精确平稳解
.
证明了这些解为更多的非

广义能量依赖非线性随机系统所共有
, 以前发表的精确平稳解的结果 皆为本文结果的特殊情

形
.
进一步推广是可能的

,
尤其对高阶非线性随机系统

.
由于解的指数性质

, 其存在与唯一

性可容易地确定一平稳解在可靠性估计中是很有用的
.
具有精确平稳解的非线性随机系统可

作为另外没有精确平稳解而解的性态相近的非线性随机 系统的最佳代替者
,
并以前者之解作

为后者的近似解
.
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