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摘 要

在文〔1 〕中
,

作者讨论了非线性目M at hie u 方程的亚谐共振分叉理论; 得到的主要结果是
.

在

参数 a 一夕平面上
,

具有六种不同拓扑结构的分叉图
.

本文推广了这一结果
,

指出
:

如果选取不周

的芽来计算同样的分叉问题
.

则可以有十四种不同拓扑结构的分叉图
.

一 已l
‘

言、 砂 . 卜刁

研究非线性M a thie u 方程
u l, + 占〔。

,
+ h(, , “, ,

拼 ,
占)〕+ (1 + 拼)u + f(。

, u , ,

拼)

+ (2 ‘c o sZt) [“+ 夕(u
, “, , “ , e )〕~ 0

.

(1
.

1 )

具有理论和应用上的意义
.

文献〔1 〕已经详细讨论了 (1
.

1) 的亚谐共振分叉 理 论
,
包括对

称性
,
分叉方程及分叉图

.

这里简单罗列一下〔l 」中的主要结果
.

对 (1
.

1) 应用L ia p 往no
v 一

S o hm idt 方法
,
可以得到以“作为分叉参数的分叉方程为

R = (拜+ 城) a+ d Z(i + B )a一。2
[ (1 + C)

2

+ d
.

D a
」二o (1

.

2 )

其中 A , 叉幻ra , , B = 勘广封
, C ~ 艺勺r 勺 , D 二艺d厂叼

.

符号的意义及计算可见〔1 」
.

当 a ; 今 o
、

刀斧 o时
,

可以应用一个非奇异的
、

近于恒等的变换
,
使得 (1

.

2 ) 等价于

(拼+ a : r Z )
2
+ a + 户

么
二o (1

.

3 )

其中 a = d Z一 。2 ,
刀= 2〔b : (0 )d

:
一 c :

(o)。2〕
.

·

在 (a
,

夕)〔o( R 勺内
,
一共有六种不同拓扑结构的分叉图

.

这里o( 尸)表示尸 内原点附近

的邻域
。

然而
, 在讨论 (l

.

1)
’

的分叉性质时
,

只有当a 和刀均不为零时
, (1

.

3 ) 才显示出它的准

确性
.

否则就要重新考虑与 (1
.

2 ) 等价的分叉方程
.

在 (1
.

3) 中
, a和刀具有双重意义

,

一是作为模型的力学参数
;
二是作 为全开折参数

.

从数学上说
,

只要a ,
刀均 不为零 (哪怕

是无穷小) , (1
.

3) 都能确切反映出 (1
.

1) 的分叉特性
.

然而 ,
从应用的角度 看

, a 和刀都

非常小时
,
有可能导致 (1

.

3 ) 不能准确地反映 (1
.

1) 的分叉性质
.

也就是说
,
应 用上

, 。

周恒推荐
.

国家自然科学基金资助
.



一竺互添斗‘一二- 一二竺一鱼一
一

鱼一二鱼
一 -

鲤- 旦一
-

一

—
一

- -

—
-

和刀作为力学参数的作用更大些
.

那么当a 和刀均为零或近似为零时
, (1

.

1) 的分叉特性如何

呢 ? 本文的工作就是找出一个与 (1
.

2 ) 等价 的分叉方程
, 它能比较全面地反映出 (1

.

1) 的

分叉性质
。

我们的结论是
, 对于‘Q

.

2 ) 来说广如果
a :
布价

卜

那么可能存在1 4种不同拓扑结构的分叉

图
。

一 宾一

二
、

芽 的 选 择

当a = 刀= 0时 , (1
.

3 )成为

(“+
a lr Z

)乞= 0 (2
.

1 )

(2
.

1) 的余维数不为零
, 因此它不能确切反映出原系统的力学性质

.

首 先 计 算 芽

(拼+ al r :

)
艺

的余维数
.

我们有

结论2
.

1 芽扭 + al r Z

)
2

的余维数为无穷
.

为证明这一结论
,
我们引入

定理2
.

1 如果有一个理想IC E
, ,

其中n

) 2 ,
仅由一个芽P生成的

, 且P (0) 二 0 , 则I具

有无穷余维
. ‘

定理的证明见【2 〕
.

结论2
.

1的证明 记 u ~ r Z , g = (拼+ a , u )
’r

则 g 的限制切空间为

R T (夕) = (g
, u夕。

> {r }

== <(拼+ a : “
)
名,

、

2 a l”(拼+ a l。)) {r }

c <拼十侧“>= P

显然P (0) = O
。

由定理 2
,

1即得证
。

结论2
.

2芽 (“+ 月)
“

具有无穷余维数
.

其 中A 二习内r Z ,
。

因此
, 当a 二刀二 o时 (在应用上 , 当 a 、 o ,

刀、 0 时)
,

我们不得不增加无 穷多个开折参

数于芽伽十
a , , 2

)
2

上
,

以获得能确切反映系统力学性质的分叉方程
.

显然这是 不可能 的
夕
在

应用上也没有必要 (在应用上
,

我们总是人为地取前几项作为近似解)
.

为此我们转而寻求一

个新的芽
,
使得其具有有穷余维

.

将 (1
.

2) 改写成

R , (拼+ a : r “+ a 犷 4 + ⋯ )“+ d
念

(i + blr Z
+ ⋯ )

2

一。2 [ (1 + c : r Z + ⋯ )
2

+ 占, (d , r Z
+ d : r 4 + ⋯ )

忿

〕= o (2
.

2 )

系数a , ,
句

, 勺 ,
心均为拼, 占, 。的函数 , 因而可以按“

, 占, e
的幕级数展开

。

例如

a , “ a , (0 ) + a , , (0 )拜+ a s 。(0 )占+ a ,
。

(0 )巴+ 二

于是 (2
.

2 ) 可以重新写成如下形式

R ”〔召+ a :

(0 )u 〕
2
+ 2「召: (o ) + a , (o)a : ,

(o ) + b
: ,

(o)占
2

一 c : ,

(0 )e 么」拼u Z
+ 2厂

a , (o)a : (o) + b : (0 )b: (o)d
艺

一。; (o )
c :
(o )

。,
一 d , (o)d : (o)占

, 。么〕。3 + Za ; ,

(o )u户+ ⋯ 二 o (2
.

2) ‘

为书写简便
,

以下记 a : (0) 二 a , , 并且
a 一 Z fa : (o )+ a : (o )a

: , (o )+ bZ ,

(o)咨
2

一 c : ,

(o)
e Z」

b = 2 [ a
;

(O)a
:

(O) + b
,

(0 )b
:

(0 )占
2
一 c , (0 )c : (0 )。

2
一 d : (0 )d : (0 )d Z o Z〕
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c 二Za : ,

(0 )

则我们取
一

g 二 (拼+ al 劝
. + 。拼. . + 如

. + ‘叩
名 (2

.

3)

作为新的芽
.

下节要证明
,
这个芽的余维数是有限的

.

对于芽 (2
.

3)
,
我们 有一个 识册定理

来保证它是 2 1强等价于一个标准形 h 的
。

定理 2
.

2 如果存在一个标准形

h, = r h(“
, 拼) , r〔毋

u . + 。沪+ 2占举+ 。拼s
〕

其中 功=
s g n 勿

, , 。

) , d = s g n 勿
。 ,

) , 。二 s g n 勿
。 .

) , 那 么 , 夕肠 = r夕(。
,

拼)〔E
, , ,

(Z : ) 是 Z : 强

等价于砂的
, 当且仅当在 (。

,

川 ” (0
,

0) 处 ,
有

g ~ 夕.

二刀, 二 d e t(d
Z夕)二 o , 夕一 , ,

斗 0
.

(2
.

4 )

注
:

这里

d o t (d “。)一 1
““ “

1
9 户“

g 。 户

g 产 声
= g 。。g 声产一g

v = (。; ,

人)是对应于d e t (少 g ) ~ 0的零特征值的特征向量
,

要求
v :

> 。
.

a归
。 是沿着该向量的

方向导数
:

a

口口

口
仇

一

西云

用g 对。 , 拼的导数来表示
,
有

夕, , 。
= ”
孟夕

。。。
+ 3 v盆

”: 夕。 。 , + 3” : ”盆夕
一 , ,

+ “孟g , ; ,

证明要用到较多的篇幅
, 此处从略

。

推论2
.

1 设芽9 . = r g (u
,

闪
,
其中g 由式 (2

.

a) 确定
。 ‘

则 g 补是Z :
强等价于泄的

.

这里

h朴 = r h(“
, 拼)= r [功沪+ 。少+ 2占叩 + 。拼2」

、

(2
.

5 )

证明 显然
, 在(u小) = (0

,

0 )处 ,
有

夕= 0 , 夕。 = 0 , g ,
= 0 -

夕u .
= Za 受

, 夕。 ,
= 夕, 。

= Za , , a , ,
= 2

d e t(d
Z g )。 0

为 取特征向量 (
”: , v : ) = (1

,

一a :

)
, 则

夕
一。 。

~ 6b一
_

夕。 , , = Zc ,
头

, ,
= Za ,

g , , 。
= 6 (b一a a : + “孟c )

g 声声挤= 0 ,

b一 a a : + 口受
c 二 2 [b : (0 )b

: (o )一 a : (o)b : , (o )〕占
2

一 2 [ c : (0 )c : (0 )一 a , (0 )c : ,

(0 )」。
2
一 Zd : (0 )d

:

(0 )占
2 0 2

一般不为零
,
因此外

” ,

今 0
.

所 以定理 2
.

2的条件都满足
, 从而推论2. 1为真

.

由于 (1
.

3) 与 (1
.

5) 中的 h 是Z : 强等价的
, 因此它们的分叉图就是拓扑等价的

.

即

口沪= (拼+ 衬u )
2
+ 价

u习 (2
.

6 )

的分叉性质与 (2
.

3 ) 完全相同
.

因此 ,
下面仅讨论 (2

.

6) 的性质
.
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三
、

全 开 折 与 临 界 簇

先证明一个定理
,

这个定理告诉我们 (2
.

6 ) 的余维数 (也就是 (2
.

3 ) 的余维数 ) 为3
.

定理 3
.

1 芽g’ ~ (拼+ 。)
“

+ 娇ua 的开折项为雀1
, u , 拼好

,

因而其余维数为 3
.

证明 按照厂Z j中的叙述来证明
.

为书写方便 , 取 “= + 1
.

R T (g
,

)二(g
‘ , u g 二) {r }

二M
4¼R {u Z+ 4u拼+ 3拼2, 3沪

u s+ 2、2+ 2。拼,

“2“+叩
么,

邵
2 + 拼3 , “3 + “.拼}

T (习
, )二 R 7

’

( g , ) + E , {夕工}

= M 4¹ R {。忍+ 4u 拼+ 3拼2, 3功
u 3
+ 20 2 + 2。拼, u Z拼+邹

艺,

“拼2 + 拼3, “3+ u Z那, 拼+ u , 拼2+ u拼}

I t r [ T ( g ,

) J二M 4

所谓开折项就是找到一组基王P
, , P Z ,

⋯ ,

九 } ,
使得

{I t r仁T (夕‘) 〕}J- = 厂 , ,

¼R {P , , P: ,

⋯ , 户。 }
.

(3
.

2)

掩即为余维数
.

现在

厂, ·

= R {u Z+ 4。拼+ 3拼么, 3必
“3+ Zu 艺+ Zu 拼, 、2拼+ 拼Z u ,

“拼忍+ 拼8 , “s+ “至拼, 拼+ “, 料2+ “拼}

容易看出
,
取P : = 1 ,

九~ u , P。, u 拌可以满足 (3
.

1 ) :

。3二 [ (3功u 3+ Zu 么+ Zu 拜) 一 2 (、2+ 4邵 + 3拼2 ) + b (拼2+ u 拜) 〕/ 3必
u 拼2= u Z拜+ u 拼2

一 u Z拼一 u 3+ ( u 3 )

拼u Z = u Z拼+ u s
一 ( u 3 ) , 拜s = 拼a+ u 拼2一 (邵艺)

u Z
二“, + 4。“+ 3拌么一 3 (拼2+ u 拼) 一P。

u 拼二P” 少= 矿+ 拜u 一夕。

“ , PZ , 料“拼+ u一 P:

1 , p l

所 以余维数为3 ,
且开折项为 {1 , u , 井好

.

因此 ( 2
.

6) 的全开折为

R 二功
u 3

+ (拼+ 、u ) 2 + a + 刀
u + , u 拼”o ( 3

.

2)

下面计算 ( 3
.

2) 的临界簇艺 (礼)
.

乏 (介 ) 在几何上是一超曲面夕 它将开折参数 空 间分成

若干区域
.

在每一区域 内
,

任意两个分叉图都是拓扑等价的
;
何意两个不同区域内的分叉图

不是等价的
;
在艺( Z户上的分叉图是结构不稳定的

.

按照〔2 」,

艺 (Z : ) = B , (Z : ) U B 。 (Z : ) UH
, (Z : ) UH

。(Z : ) U D (Z : ) (3
.

3)

本文的集合为

B0 (Z : ) :

B : (Z : ) :

{县
H

。( Z : ) : a

( u > 0 ,

为参数 ) (3
.

4)

H
; (2 2 ) = D (Z : ) 二小

这里小表示空集
.



《非线性琳 tMeu 方程亚谐共振分叉理论》 的一些推广

四
、

分 叉 图 及 其 性 质

在
.

三维空间 (a
,
刀

,
刃 内

,
可以表示出曲面 (2

.

4)
.

我们以护为辅助参数
,
在 (a

,
刀)

平面上表示这些曲面
.

图 1 (a )为功二 1时的临界簇
, (b) 为功二一 1 时的临界簇

.

图 2 为相应的

分叉图
, 、= 一 1

.

分叉图的力学性质分析
:

1) 与文〔1 〕比较
,
本文的推广结论是

, (1
.

1) 的亚谐共振分叉解可以有十 四 种类型
.

(
a )

乙
!

丈
?

一
·

。

一一
‘
。

�
‘

一
·
。

。

一
(a) 一乙乙 一

~

口
1 2

( 3 )

(b) - 乙匕盗
.

一工几二
1 2

乙
.
~ “二轰~ 一

( 4 ) ( ‘) ( 6 )

田 2
-

〔1 〕中的结论是本文的结论的一部分
.

图 2 中括弧中的数字是〔1 〕中分文图的类型
.

幻 系数诱的作用是决定振幅 『 是否为有限
.

当功~ + 1时
, r
为有限

;
诱‘一 1时 , r 为无

限
。

而

诱二 sg n ( g
, . ,

)

= s g n 毛[ b : ( o ) b :
( o ) 一 a :

(o ) b
: , (o ) l少

一 [久 (o ) c : (o ) 一 a : (o ) c
: ,

( o ) ]砂一 d : ( o )d : ( o )舀舍砂} ( 4
.

1 )
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当占, 。为小参数时
,

功主要 (歇江

给出
;
其余系数用同样办法求得

b : ,

(o )主要与非线性阻尼弄有关
;

功与占
, 。之间的关系

,

我们设

) 式中的前两项决定
.

系数 a ; (o)
,
b

,

(o )
, c 工(0 )已在 [ i 〕中

,
、

但由于表达 式较繁
, 因而不在此给出

.

但 b : (0) , b : (0) ,

c ; (o) , c :

(o ) , c , ,

(o ) 主要与非线性函数 g 有关
.

为了分析

b
;

(o)b
:

(o)一 a ;

(O)b : , (o )> 0

c ,

(0 )c : (0 )一 a :

(0 )c
: ,

(0 )> 0
(4

.

2 )

于是 , 当

, : \ c , (0 )c
:

(o)一 a l(O )c
l , 七0 )

_ :

u / 尸
一

f
一

矛石又飞 2 牙订一 止
,

于 孟
.

福 r 一
~
牙认凡

一

己

U z 又U 夕U Z、U j 一“八U jo : 一 气V )

时 ,
功~ 十 1

.

此时的力学意 义即为系统具有较大的阻尼
,
因而限制了振幅的增长

, 而当

护 < 解孕绝典)二只
兰

鉴孕黔
丝

级
。“

0 2 LU少o 名气U 少一 a l LU夕D 名产 气U少

时
,
必“ 一 1 , 其意义为阻尼系数较小

,
参数激振力幅较大

,
,

因而响应振幅无限增长
.

当然 ,

实际系统的非线性因素随着响应振幅的加大而有很大的变化
,
而这种变化总是制约着响应幅

值的增大的
.

另外
, 当系统的非线性阻尼为正时

, 不等式 (4
.

2 ) 的第一式是成立的
,
第二式 则 可能

出现不同的情况
,
这里作出这样的假设仅仅是为了讨论问题的方便

。

3) 从分叉方程的代数性质看
, 似乎存在着三个极限环 (即可能有 三 个解)

.

但事实上

最多只有二个极限环
.

考虑函数
y 一如

3

+( 补千“)汗a+ 脚十邓
‘ (4

.

3)

g 二 o的根二(> 0) 的个数即为极限环个数
.

可以证明 , (4
.

1) 有三个正实根的 唯一条件为下列

各式同时满足
:

功二 一 1

a + 拼
2

> O

一巴< 夕+ (2 + , ); < 。

O

a 十拼
“

< 2 %全+ %全

a + 矿> 2心 十以

(4
.

4 )

、少
‘

1产飞
r.、j
、.

,,土9口noJ4�勺
‘了.、Z口、广f、夕了、
护
了气

其中

_ _

1
、 ‘ . /

一

一
二 、

汤 , 一了友土一 呵 1 十石Lp 十 L艺十 夕)拼J 了

x Z 一

霞
{1 + “

一

I平盯万干丈‘而)‘丁‘

显然 ( 4 )
,

( 5 )不能同时成立
.

所以 ( 4
.

3 ) 不可能有三个正实根
一

4) 从应用的角度看
, 所谓芽的选择也可以理解为多项式 ( 1

.

2 ) 的截断 问 题
.

本文的

截断项要比 [ 1 」的截断项要多
.

〔1 二中取的是一次近似
,

J

本文是一种高次近似 (部分的二次

近似 )
.

显然
,
高次近似解与一次近似解不但有量的差别

,
而且主要地有 本 质上的差别

,

在

非线性振动理论中
,
一般认为一次近似基本上反映了解的定性性质

,
高次近 似只是对一次近

似进行量上的修正
, 即一次近似解与高次近似解没有定性的

、

本质上的差别
.

现在我们却找

出了这种本质上的差别
.

为什么会出现这种差别是个值得继续研究的问题
.

的 与a , 一。型退化分叉解比较t33
,

有许多结果是相同的
.

综昔考 虑 本文
、

文「1 」
、

文



礴卜线性Mat M eu 方程亚谐共振分文理论》的一些推户 2 4 5

【4 J
、

文 【3 〕
,
可 以发现一个共同点

, 即非线性参数振动系 统 的 亚 谐分叉解有两种基本形

式
,
如图 3 所示

.

其它所有的分叉解均是由这两种演变而来的
.

而这两种分叉形式也是应用

中经常遇到的形式
.

田 3

�.J.,J.
j
上2

脚.‘..‘

〔3 1
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