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摘 要

文中基于 L抢hth ill 和 H u nt 等的工作
,

建立了适用于分析叶栅表面摩擦力 线 和截面流线图

的拓扑法则
.

这些法则是
:

l) 对于不带围带的动叶栅
,

每个节距范围内的表面摩擦力 矢量 场中
的总结点数等于总鞍点数

:

劝 对于叶片端部无间隙的环形叶 栅或直 列叶栅
,

每个节距内表面摩

擦力矢量场中的总鞍点数比总结点数多两个
; 3 ) 在 叶 栅横截面的二次流场中

,

总鞍点数比总结

点数少一个
; 4 ) 在贯穿流道的子午截面和前后缘截面上的截面流线 矢 量 场 中

,

总的结点数等于

总的鞍点数
; 5) 在吁栅跨叶片截面中

,

截面流线矢量场的总结点数比总鞍点数少一个
.

一
、

引 言

用微分方程相平面理论的奇点特 性和拓扑学来定性地分析复杂的流动显象
, 是近年来理

论流体力学研究中常用的手段之一 这种方法对于分析和校核三维分残流谱
,

研究分离机理

建立数值计算的数学模型
、

以及气动设计都有一定的实用价值
.

用拓扑的方法来定性地分析流动图画
,

·

能帮助人们了解和检查流谱的正确性
,

因此 , 近

年来在流体力学领域
,

它得到了迅速的发展
.

L ig hth ill
〔” 首 先 注意到

,

物体表面上的结点

总数与鞍点总数之差为2
.

H o nt
「2 ’
等进一步发展了 Li g ht hi n 的工作

, 并将物面奇点和拓扑

分析方法推广应用于三维物体截面的外部流场
,
建立了相应的拓扑法则

.

运用这些拓扑法则

可科学地绘制出物面摩擦力线和截面流线的分布和走向
, 并进而可推断出空间流场的形态

.

然而
, 以前的大部分工作只适用于简单物体的绕流或飞行器等的外部流动

,
为了把拓扑

分析的方法应用于研究叶轮机械等内部流动的流谱分析
,

本文基 于 L ig ht hi n 和 H o nt 等人

的工作
,
建立了直列叶栅和环形叶栅表面摩擦力线关量场

、

以及流道内各种截面上流线矢量

场的奇点数所服从的拓扑规律
.

二
、

简 单 回 顾

根据微分方程的相平面理论
,
物面摩擦力线图可称为物面摩擦力矢量场的相图

.

说两个

相图拓扑等价 (或同胚 )
,

即两个相图具有相同的拓扑结构
,
当且仅当把一个相 图 作弹性运
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动 , 即随意地伸张它
、

扭曲它
、

拉它或折它
、

但不允许撕裂
, 不允许把不 同点粘结在一起

,

使其与另一个相图重合
.

相图的这种运动叫做拓扑变换
.

相图经拓扑变换而保持不变的性质

其中包括连
J

通性
、

奇点的数目和类型等
,
为该相图的拓扑性质

.

指数是拓扑学中另一个重要的概念
.

它表示了当在相图上沿着一闭曲线 (约当周曲线 )

环绕一周时
,

.

闭曲线上的矢量所转的圈数
.

正常点的指数为零
,
鞍点的指数为一 l , 结点(包

括焦点和中心结点) 的指数为1. 在一个闭曲面上奇点指数的和为该曲面的 欧拉示性数 X
.

欧拉示性数也是拓扑不变量
, 它可表示为

:

X = 2一 2 9

对于任一闭曲面
, 其上摩擦力矢量场的鞍点总数与结点总数之差服从如下的拓扑法则

〔“〕

、

习N 一万S二 X = 2 一 2 9 (2
.

1)

其中 习N 和习S分别表示结点总数和鞍点总数
; g 为复连通曲面的亏格 (ge 瓜“ )

.

在拓扑
‘

学中 ,
亏格表示把一复连通曲面转化成球面所进行的

“

剑补运算
”

的次数
.

对于球面 g ~ o ;

环形曲面 g 二 1 ;
双环形曲面 g = 2 ;

等等
。

由式 (2
.

1) 可见
,

对子球体 (包括任何与之拓扑等价的三维体) 表面摩擦 力矢量场的奇点

数满足如下拓扑法则
1]

\

习N 一习S 二2
’ 、

(2
.

2 )

继 L ig ht hi n 之后 , H ‘nt 等 人用拓扑的方法研究了三维物体截面之 外的截面流线矢量

场的拓扑法则
.

他们把位于截面边界上的奇点称之为半奇点 (半鞍点或半结点) , 以 区 别于

流场中的奇点
.

若定义习N ,
习S 分 别为截面上的半结点和半鞍点总数

, 则在三维流动截面

上
,
奇点总数的拓扑法则为

‘念’

‘

(习N + 0
.

5习N ,) 一 (习S + 0
.

5习S )二 1一 n (2
.

3 )

其中
n
为截面的连通数

.

三
、

叶栅表面摩擦力矢量场奇点数的拓扑法则

a
、

不带围带的动叶栅

假设转子轴是实心的
,
叶片与转子轴相连接成一整体 (图 1 )

.

显然这种奸栅拓扑等价于

一个球体
, 即经过连续的弹性变形

,
这个三维

转子叶栅的表面可变为一个球面
.

若再假设转

子轴向上
、

下游延伸到足够选处 位与叶栅的

远上
、

下游气流均匀 的 条件一致) ,
即在转子

轴的两端截面的中心各存在一个结点 (图 1 ),

其中上游为附着结点
, 下游为分离结点

.

若还

假设叶栅中气体流动相对于节距是周期的
, 即

在每个节距内
,

叶栅表面摩擦力灵量疡的奇点

数
,
奇点间的连接方式

,

以及对应奇点的性质

是一样的
.

子是
,
若命每个节距内的结点总数

_ _ _

犷一

C 寻
、

叭\ 、

乙
_ _

日 1 无 . 带特子叶姗示宜日

为习N ‘,

鞍点总数为习又
,

则由式(2
.

2 )
,

上述叶栅表面摩擦力矢场的奇点数服从如下法则
:

Z习N一 Z习S ‘= o
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或
一

习N t一习S , 二 o (3 ; 1)

其中 Z 为转子的叶片数
.

式(歇 l) 表明
,
对于不带围带的动叶栅

,
在每一个节距范围内

,

叶栅表面摩擦力矢量场的结点总数等于鞍点总数
.

b
、

环形叶栅
‘

假设环形叶栅叶片与内
、

外环壁间无间隙这样的叶栅表面不再拓扑等价于一个球面一把

环形叶栅的丙
、

外环壁向上
、

下游延伸
,
其中内环壁可 以类 似于上面对于转子轴那样的分析

(图2飞,
而外环壁向上

、

下游延伸
,

并弯曲
夕
使其前后相接形成一个环形曲面

.

摩擦力线环

绕这个曲面
.

除了在 叶栅流道内部表面及叶栅前
、

后 缘的内外环壁守卜 其余表面无奇点
.

设

叶片数为 Z , 经过对 z 一 1个叶片进行
“

剑补运算
” ,
使内

、

外环壁只 由一个叶片相连接
.

对

于这样的一个组合曲面
,

其拓扑等价于一个环形曲面
,
而环形曲面的亏格 为 1 , 于是我们可

求得图 2 中的环形叶栅的亏格为
g ‘ Z

,

这样
,

由式 (2
.

1 )
,

得到环形叶栅表面摩擦 力矢量场奇点数的拓扑法则为
.

2 + 么习那
, 一Z习S ‘= 2 一 2 2

即
.

习N一习又二 一 2 (3
.

2 )

由此可见
,
对于环形叶栅

,
每个节距内的总结点数比总鞍点数少 2 个

.

之之{{{

氓氓氓

图 2 端部无间陈环形叶栅分析田

由于环形叶标任一节距间的曲面与矩形叶栅任一节距内的曲面是拓

(3
.

2)

(3
.

2 )

也描述了矩形叶栅流道内表面摩擦 力 矢量场奇点的分带规律
,

朴尊价 的
,
因此式

此外
,

_

由于在推导式

和式 (3
.

1) 时 , 并未限定叶片的形状
,

因 此 对 于 任何叶片形状 (扭曲
、 ;

弯扭叶片

等) 的压气机叶栅
、

透平叶栅等
,

式 (3. 1) 和式 (3
.

2 ) 均成立
.

‘
「

四
、

叶栅截面流线矢量场奇点的拓扑法则 牡

a
、

叶栅流道横截面

根据拓扑学的概念
,

.

任何几何图形都可视为由无数点以一定的方式构成的点集
.

这个点

集可做各种可能的连续变形
,

在变形过程中所得到的各种图形彼此间是拓扑等价的
,

叶片端

部与环壁间无间隙的叶栅流道横截面一般为四边形 (各条边可能是弯 曲的 ) ,
显然它与圆形

是拓扑等价的
, 而一个圆面又可经过

“

一一对应
”

及邻域点与邻域点对应地变换为一个半球
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面二由此可见
,

四边形
、

圆形与半球面是相互拓扑等价的
,

考虑到拓扑等价的几何图形具有

相同的欧拉示性数
,
这样

,
就可按照下面的方法求出叶栅流道横截面上奇点总数所遵循的法

则
。

设有一个半球面
, 如图 3 中的A 面所示

.

在这个半球面上有结点和鞍点
,

·

在边界线上有

半结点和半鞍点
.

与半球面刁对应的有镜像半球面A , 而月上奇点的位置
、

数 目及性质都与A

上的奇点对应
.

A和 A 一起构成一个完整的球面
,
在这个球面上有完整的结点和鞍点 (其中

有些奇点是由两个半结点或两个半鞍点组合而成 )
.

于是 , 由球面矢量场的奇点数公式(2
.

2)

得

习N , 一习S , + 习N
‘ ,

一习S ‘ ,

+ 习N
产

一习S 尸二 2

其中下标A和A
‘

分别表示半球面刃和月
‘

上的奇点
.

因此得到
,
半球面上

,
即叶栅流道横截面

上总的奇点数所服从的法则为

(习N + 0
.

5习N , )一 (习S + 0
.

5习S , )= i (4
.

1 )

由于叶栅横截面内的流场一般为二次流场
,

因此
,

式 (4
.

1) 描 述 了叶栅二次流场中鞍

点总数与结点总数之间的关系
.

不仅 如 此
,
式 (4. 1) 也可用于分析任何几何形状的管 内横

裁面流场的奇点分布规律
.

b
、

子午截面

对于叶栅流道中任一子午截面 (不

剖切叶片 )
,

如图 4 (a ) 中的 A B (外环

壁) , CD (内环壁) 所示
,
存在有结点

和鞍点
,
边界上存在有 半 结 点 和半鞍

点
。

设 平 面 A BC D 有 一镜 像 平 面

A
‘
B

‘
C , D

l

(图4 )
。

把CD 与C
,

D , 两条线贴

在一起
,

形成A BA , B
产

平面 ,
把此平面

、、

啥啥
叶叶片片

\\\沙
,,

口 3 , . 半琢, 分析. 日 4 叶栅流道子午妞窗分析日

卷曲
,
使A B线与A

,
B

,

线贴在一起
,
形成一个圆柱面 (图4 (。)) ,

再把这个柱面的两头延伸
,

并使其首尾相接
,
形成一个环面

.

在这个环面上有流线环绕
,
但除了 A A

,

C, C 与 刀刀,刀 , D 之

间的表面以外
, 其余各处均无奇点

.

类似于前 面 的分析
,

.

并考虑到环面的亏 格为 1 , 由 式

(2. 1) 得到子午截面 内奇点总数所服从的规律为
:

习N + 0
.

5习N
声= 习S + 0

.

5习s, (4
.

2)
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亩上面的推导过程可以看出
,

式(4
.

2 )

不仅适用于叶栅流道的子午截面和任

何 S : 流面 ,
而且也适用于描述任何管

内流动 的子午截面上流线的奇点分布

规律
.

丫

刀‘B
‘~ 闷‘ ~

端壁

后缘

端璧

奋缘
--A一璧前壁斗孟端端

c
、

前后缘截面

研究前后缘欲面 (见 图 5 ) 内的

流动也是非常重要的
,
尤其在前缘区

域
,
来流边界层要分离

,

卷绕成马蹄

涡 ,

这不
」

仅引起叶栅总压 损 失 的 增

加
, 而且使该区域端壁的热传导率取

极值
, 因此无论实验研究还是数值计

算都对这丫区域的流动非常重视二

由图乒可见
, 无论是前缘截面

(设aa
产
伸向上游无限远处 ) ,

还是后

缘截面 (设 bb, 伸尚下游无限远处公
1 6 叶栅前

、

后姆魏面示注 .

其连通数均为 1
.

由式 (2
.

3 ) 即可得到前后缘截面上的 奇 点数的规律为
:

(习N + 0
.

5习N
,

)一 (习S + 0
.

5习S , )二o (4
.

3 )

d
、

跨叶片截面

无论是环形叶栅还是直列叶栅
,
它们的跨叶片截面 (对于环形叶栅为某一半 径处 的截

面, 对于直列叶栅为某一高度的截面) 都可在叫个平面上展布成平面叶栅
.

假设这个平面叶

栅由 n 个叶片组成
, 。 应为充分大

, 以保证流场相对于叶栅节距是周期 的
。

显然对于这样一

个流场
, 其连通数

.

为
n + l’ 于是 , 由式 (2

.

a) 可得出叶型截面上任一节距内 流 线矢量场奇

点数规律
:

(习N + 0
.

5习N
, )一 (习S + 0

.

5习S , ) = 一 1 (4
.

4 )

式 (4
.

4 ) 在形式上与孤立叶片的二维截面流场中奇点总数公式一样
『, , .

式 (截4 ) 适用于任

何叶栅跨叶片截面 (或 又 流面) 流场中奇点数的计算
.

五
、

结 论

文中建立了如下各拓扑法则
;

1
.

在不带围带的动叶栅表面摩擦力矢最场中

习N
, = 习凡

2
.

在 环形叶栅或平面叶栅的表面摩擦力矢量场中

习N 一习S ‘= 一2

3
.

在叶栅横截面二次流场中

(习N + o
‘

5习N
‘

)一 (习S + 0
.

5习S
‘

)= 1
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[ 1 ]

[ 2 ]

_ _

_
_ _ _ _ _ _

一
_

_ _ _

_
_ _ _ _ _ _

一
_ _ _ _ _

声
_ _ _ _ _

珍
.

_

一
_

J _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
_

· _

一

在子午截面或前
、

后缘截面流场中

(习N + 0
.

5习N
,

)= 习S + 0
.

5习S ‘
’

在叶栅跨叶片截面流场中

(习N + 0
.

5习N , )一 (习S + 0
.

5习S , )二一 1
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