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摘 要

本文以中心挠度为摄动参数
,

将矩形板大挠度问题的非线性偏微分方程组转化为几 个 线性的

偏微分方程组
,

然后分别用样条有限点法和样条有限元法求溉 得到了在多种边界条件下具 有任
意长宽比的

,

受均布荷载的矩形板的解答
,

给出了板中面的位移
、

挠度的解析表达 式
,

并编制了

相关的计算机程序
.

计算的结果与现有的其他理论的结果作了比较
,

表明本文的结果是良好的
.

一
、

月.J 吕

弹性矩形薄板在航空
、

化工
、

造船等工程中大量使用
.

如果薄板的横向位移 (即挠度)

比厚度小得多
, 那么在克希荷夫理论的基础上计算的结果是相当令人满意的

.

但是如果所使

用的金属薄板其挠度与厚度之比接近于 1 ,
甚至大于1, 这时如果仍用薄板的小挠度理论来计

算这样的问题
,
其结果必然 与实际情况相

‘

差极大
.

因此必须使用板的大挠度理论来得到这样

的金属薄板的设计公式和图表
.

样条函数作为一种数值 逼近的方法
,
最早 由 S c h。。n be t g 提出

, 迄今 为 止已有大盆文献

问世
。

同时电子计算机技术和计算方法的迅速发展为样条函数的广泛应用提供了强有力的工

具
。

二
、

样条函数基函数的构造方法

三次样条函数的分段表达式为言
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:
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式中 内是特定系数
, 中‘(川是一组与三次样条函数有关的基函数

.

为了统一处理边界条件
,

用下列函数表示巾
‘
(x ),

对于区间〔x0
, x 二〕作N 等分

, h
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以上的这组 基 函 数 当 戈二 x 。

时 有 小‘(劣
。
)= o (i笋一 i ) ; 必 {(劣

。)二 o (i手一 1 , o ) , 当

男“劣, 时有 中‘(二, )二 o (i钾N + r); 中 : (二, )二 o (‘笋N
, N + 1 )

.

因此 必
‘(二)对边界条件的

处理十分简单和方便
.

当边界为自由时
,

取全部的中
‘(幻

; 当边界为简支时
, 删去中

一 : (对 或

少 , 十 :
(劝

, 当边界为固支时
, 删去其中的巾

_ 1

(二)和口
。

(劣)
,

或中N+
:

(x )和中武劣)
.

三
、

Vo
n K ‘nn 血n 方程组的泛函形式

图 1所示的薄板
, 长为Za ,

宽为2b
, 厚度为h

,

在横向均布荷载 q的作用下
,
产 生 位移

、

形变和应力
.

分别用 口(x
,

刃
,
犷(二

,

刃和 牙(x
,

y) 表示x , 夕和二方向的位移
. 二 方向的位移

牙(戈
, y )又称为挠度

.

这里的U (二
,
的

, 犷(, , , )和才(二
,
刃都只表示矩形板的中面位移

,

222a }}}

脚
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仅是坐标劣和y的函数
,

而与
z 无关

。

用位移表达的矩形板的 V o n K 打m a n
大挠度方程的无量纲形式为
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这 里的E 和拼分别为薄板材料的弹性模量和泊松比
.

板的中心挠度为

牙
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,

o ) 二 2研 3 附
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以此中 心 挠度牙
。

为摄动参数
,
将Q , “ , v

和切各量分别展开成关于 功。
为变盘的幕级数

形式
, 即
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式中 , 的展开式中的系数还应当满足以下的条件
:

。1 ( o
,
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,

0 ) 二。。( 0
,
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将不级数 ( ”
.

4 )代入无盈纲形式的大娜度方程组( 3
.

1 )后
,

分别比较每一等式两魂叭 的



同次幕的系数
,

并使之相等,

第一级摄动方程组
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于是便得到各级摄动方程组如下
:
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本文只计算到第三级摄动方程
,

这 样的近似解的结果已能满足工程上的实用精度要求
.

在有关的边界条件下
, 求得这些摄动方程组的精确解是相当困难的

,

本文采用变分法求其近

似解
, 为此将这些摄动方程组改写成相应的泛函形式

.
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第三级泛函为
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四
、

样条有限点解法

样条有限点法是以样条函数
, 正交函数和变分原理为基础

,

以样条函数和梁的振型函数

的乘积作为挠度试函数tDl 和tD s,
而以样条函数和三角函数的乘积作为位移函数几和八

.

设矩形薄板的位移试函数为
:
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,
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,
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笼a }. 二 [ a _ , , . a 。 , . a : , . ⋯ a 二
,
. a , , : , 。〕,

.

⋯
, .

⋯
杏二

瓜(6) 一 cls ‘”

夸
(‘+ 约+cz co

s “笋肤‘)

+ c ·s卜拿
一
(‘+ “)+ c’“h

一

爹t (, + “)

式中的参数 拌. , 系数 c : , c : ,
几 和 c ‘ 由边界条件确 定

.

对三角 函 数 S 。
(约

,
若 取 5 .

(必

二 , i。

粤(1 + 睿)
石

它满足舀二土l时
s : 二人= O的边界条件

.

将式(4
.

1) 中的。
,

代入第一级泛函表达式(3
.

的中得到
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建立矩阵〔G 〕后再引进关于粉的边界条件
,

’

为此须删去相关的行和列
.

求解线性代数方程组 (4
.

2 )
,
得到。

;

的系数戒a} 和载荷系数a : , 于是求得一级近 似 解 , : .

用相同的方法
, 将含待定系数的解析式屯和九

, 即 (4
.

1) 式中的第二式和 第三 式
, 以及已

求得的。
:
代入第二级泛函表达式(3

.

10)
,
通过变分并令其一阶变分为零

,
得 到 以 待定系数

笼奸和{时为未知量的线性代数方程组
,

解之得二级近似解气和几
,

即沿板中面的位移
。和。 。

将。
: 的解析式

, 即 (4
.

1) 式中的第四式
, 以及已求得的气

, 八和 zD :
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.
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,
加上中心条件。

,
(o

,

0) 二 o ,
得到以 系数 王心 和aa 为

未知量的线性代数方程组
,

解之得到。
。和载荷系数 a 3 .

将载荷系数a :和a :

代入式 (3
.

4 ) 中 的

第一式
, 即得到 中心挠度与载荷之间的非线性关系式

.

五
,

样条有限元解法

样条有限元法是以三次样条函数和变分原理为基础
.

位移试函数 由三次样条函数乘积的

线性组合所构成
。

设炬形薄板的位移试函数为
,
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.
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,
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。

I B务
,
戒C }

和谨刀卜的结构与{A }相同
.

〔中〕Q 〔梦〕称为矩阵〔中〕与〔梦〕的K ro ne c k er 乘积
.

‘

用与以前相似的方法将式 ( 5
.

1) 中的各式依次代入有关的各级泛函表达式 ,
通过变分并

令一阶变分为零
,
补充中心条件

,

求解后得到各位移函数的系数 {A 卜 笼B } , 王C } , 王D 卜及载

荷系数a :
和a 。, 即得到位移

u , 。, 切 和载荷与中心挠度的关系式
。

_ 、 ~

/ \、 数值例子
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.
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.
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( 2 ) 四边固定的矩形板(“= l/ 3 )

边界条件
: ‘= 士a , U . 犷= 才 = a才, , 二 0 ;

g = 士勿 U 二犷 = 砂 = a
卿eg 二0

。

结果如表 2 所示
.
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(3 ) 四边简支的矩形板(“二心
.

3 1的

边界条件
: x = 士a , U = 厂二牙=

, = 士b , U = 犷二牙二

结果如表3所示
:
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矩形板大挠度问题的样条函教解

用样条有限元法
,

N 二M二 6 ,
结果如图2所示

2
·

。

)一
1

.

6卜
;

.

2

)

�
宁窦�邻举自
、

于

压力 ‘(l ““/ 刀‘4 ,

( 5 ) 四边固定的方板
,

用样条有限元法不同的分划数对结果的影响(拼二 l/ 3) ,
计算结

果见表 4

衰 4

‘ 一

而一丁一漏一 ,
’ L

- “—

—
“
瑞翅了态.

一
.

不
一

{一丁一
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12 ’ 12

4 9 。
6 5 8 3 2 3

4 9
。

4 1 84 8 0

4 9
。

40 1令0 2

4 9
。

39 6 39 3

2
。

24 8 1 14

2
。

1 9 5 72 9

2
.

18 7 9 峨1

2
。

1 8 5了王l

七
、

结 论

( 1 ) 通过计算
,
可 以看到对于大挠度的薄板

,
其边界有无沿平行于板面的位移对挠度

值有影响
,
而对于小挠度的薄板

,
可不考虑这种影响

.

( 2 ) 样条有限点法和样条有限元法用于规则区域上的各种结构分析
, 比有限元法 或半

解析的有限条带法优越
,

在于自由度少
,
精度高

, 计算工作量少
, 数据准备少

,
且弯矩和应

力是连续的
。

( 3 ) 样条有限元法对于边界的处理比样条有限点法更方便
,
特别适用 于自由边界或是

可滑动的边界
.

样条有限元是一种分段的多项式
,
能较准确地拟合位移

,

该法运算精度比样

条有限点法高
.
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