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摘要:  在 n 维欧氏空间中,作为三角形的高维推广的单形的中面是最近才引入的一个重要的几

何概念# 该文利用 Grassmann代数的方法获得了单形的中面面积的解析表达式,证明了单形的中

面类似于三角形中线的性质,例如, 对于一个给定的单形, 存在另一个单形使得其边长分别等于给

定单形的中面面积;一个单形的所有中面有且仅有一个公共点等# 同时, 利用中面面积的解析表

达式证明了单形中面与单形的棱长、外接圆半径、中线长、角平分面等之间的一些优美性质,建立

了一些新的重要的几何不等式# 
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引   言

距离几何作为几何学的一个分支是在本世纪 20年代末开创的# 近年来, 距离几何在统计

学、分子生物学、计量学以及机器人学等方面得到了应用, 并引起了一些统计学家及生物化学

家们的广泛关注# 

众所周知, 三角形的中线具有很多优美的性质,例如,三中线可以构成另一个三角形,三中

线有唯一的公共点等等# 然而,在 n 维欧氏空间中,作为三角形的高维推广的单形, 文[ 1]中

定义的中线并不具有类似的性质# 这个问题一直让几何工作者感到困惑, 直到文[ 2]首次引入

单形中面的概念并证明了部分有关的性质# 本文利用拉姆代数的方法获得了单形的中面面积

的解析表达式, 证明了单形中面的类似于三角形中线的一些优美性质,建立了一系列涉及到单

形中面与边长、外径、中线的重要的几何不等式# 

设 8 = 3A 0, A 1, ,, An4代表以3A 0, A 1, ,, A n4为顶点集的 n 维单形, V( 8) 代表单形 8

的体积, 8 i = 3A 0, ,, Â i , ,, A n4(这里 Â i 表示Ai 被删除) 代表 8 的n - 1维面, S i表示 8 i的

面积(即 n - 1维体积) , mi 表示 8 的过顶点A i 的中线长( i = 0, 1, ,, n) , Qij = | A iA j | , Hij 表

示 8 i 和 8j 之间的二面角(0 [ i < j [ n)# 

文[ 2]给出了中面的概念# 
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定义 1  设 M ij 是单形 8 = 3A 0, A 1, ,, A n4的边 A iAj 的中点# 则称 n - 1维单形 8 ij =

3M ij , A 0, ,, Â i , ,, Â j , ,, A n4为单形 8 的边A iAj 上的中面(0 [ i < j [ n)# 

本文得到了如下主要结论# 

定理 1  设 S i是单形 8 的n - 1维面 8i 的面积( i = 0, 1, ,, n) , S ij 是中面 8 ij 的面积, Hij

是 8 i 和 8j (0 [ i < j [ n) 所成的二面角# 则

  Sij =
1
2

S
2
i + S

2
j + 2S iS j cosHij# ( 1)

定理 2  设 8 是E
n 中的n 维单形, S ij (0 [ i < j [ n) 是 8 的中面 8 ij 的面积# 则在 E

n

中存在另一个 n 维单形 8c = 3Ac
0, A

c
1, ,, Ac

n4使得

  | A
c
iA

c
j | = S ij 和 V( 8c) = C ( n) V

n- 1
( 8) ,

这里   C( n) = [ ( n + 1) / ( n! )
2
] ( n/ 2)

n# 

定理 3  单形 8 的所有中面 8ij (0 [ i < j [ n) 有唯一的公共点# 

1  定理的证明

为了证明上面的定理,我们先列出如下已知的结果# 假设 5 是E
n 中的n 维外微分,即 5

I C n
( E

n
)# 则有如下著名结果[ 3, 4]# 

引理 1  设 5 I C n
( E

n
) , 5 X 0, u1, u2, ,, un 和 v1, v 2, ,, vn 是En

中的两组基# 假

设

  vj = 6
n

i= 1

aijui   ( j = 1, 2, ,, n)# 

则    5 ( v1, v 2, ,, vn) = det( aij ) n@ n# 5 ( u1, u2, ,, un )# ( 2)

我们还需要用到如下经典公式
[ 4, 5]# 

引理 2  设 u1, u2, ,, un 是E
n 中线性无关的向量组, 5 I C n

( E
n
)# 则

  5 ( u2 C u3 , C un, u1 C u3 , C un , ,, u1 C u2 , C un- 1) =

    5
n- 1
( u1, u2, ,, un)# ( 3)

定理 1的证明

设  ui = A 0Ai ,

  Ai =
(- 1) i

2( n - 1) !
u1 C , C ûi C , C un   ( i = 1, 2, ,, n) ,

  A0 =
1

2( n - 1) !
A 1A 2 C A 1A 3 C , C A 1A n# 

则

  | Ai | =
1
2
S i   ( i = 0, 1, ,, n)# 

  A0 =
1

2( n - 1) !
( u2- u1) C ( u3- u1) C , C ( un - u1) =

    - A1- A2 ,- An# 

另一方面,

  S01 =
1

( n - 1) !
| A 2M01 C A 2A 3 C , C A 2A n | =

    1
2( n - 1) ! | ( A 2A 1+ A 2A 0) C A 2A 3 C , C A 2A n | =
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    1
2( n - 1) !

| ( u1- 2u2) C ( u3 - u2) C ( u4- u2) C , C ( un- u2) | =

    1
2( n - 1) ! | - 2u2 C u3 C , C un + u1 C u3 C , C un+ ,+

    (- 1) iu1 C , C ûi C , C un + ,+ (- 1) nu1 C u2 C , C un- 1 | =

    | 2A1+ A2+ ,+ An | = | A1- A0 | # 

类似地,我们有

  S0i = | Ai - A0 |   ( i = 2, 3, ,, n)# 

设 mij = A 0M ij ,当 1 [ i < j [ n时,

  Sij =
1

( n - 1) !
| mij C u1 C , C ûi C , C ûj C , C un | =

    1
2( n - 1) !

| ( ui + uj ) C u1 C , C ûi C , C ûj C , C un | =

    (- 1)
i

2( n - 1) !
u1 C , C ûi C , C un -

    (- 1) j

2( n - 1) !
u1 C , C û

j C , C un =

    | Ai - Aj | # 
因此,对于 8 的所有的中面S ij (0 [ i < j [ n) , 都有

  Sij = | Ai - Aj |   (0 [ i < j [ n )# 

进一步,我们得到

  S
2
ij = | Aj - Ai |

2
= 3Aj - Ai , Aj - Ai4= A2

i + A2
j - 23Ai , Aj4=

    1
4
S

2
i +

1
4
S

2
j +

1
2
S iSj cosHij ,

于是, 我们得到 S ij 的解析表达式# t

定理 2的证明

根据定理 1的证明可知, 在 C n- 1
( E

n
) 中, 向量组 A1, A2, ,, An 线性无关, 而向量组

A0, A1, ,, An 仿射无关# 不失一般性, 我们可置 A0, A1, ,, An的起点在 C n- 1
( E

n
) 的原点,

终点分别用 A
c
0, A

c
1, ,, A

c
n表示# 则A

c
0, A

c
1, ,, A

c
n是 C n- 1

( E
n
) 中的 n + 1个仿射无关点# 因

为 C n- 1
( E

n
) 与 E

n 同构,所以 A
c
0, A

c
1, ,, Ac

n 是E
n 中的仿射无关点# 从而 8c = 3Ac

0, A
c
1, ,,

A
c
n4非退化的 n 维单形,且有 | A

c
iA

c
j | = | Ai - Aj | # 

由定理1的证明可知, | Ai - Aj | = S ij# 因此,

  | A
c
iA

c
j | = S ij   (0 [ i < j [ n )# 

进一步利用引理 1和引理 2,可得

  V( 8c) = 1
n !

5 ( A1- A0, A2- A0, ,, A1 - A0) =

    1
n!

5 (2A1+ A2+ ,+ An, A1+ 2A2+ ,+ An, ,, A1+ A2+ ,+ 2An) =

    1
n!

det

2 1 , 1

1 2 , 1

s s w s

1 1 , 2

# 5 ( A1, A2, ,, An) =

    1
n!
( n + 1)

(- 1)
1+ 2+ ,+ n

(2( n - 1) !)
n @
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    5 ( u2 C u3 C , C un , ,, u1 C u2 C , C un- 1) =

    n + 1

2
n
( n! ( n - 1) !)

n 5
n- 1
( u1, u2, ,, un) =

    n + 1

2n( n! ( n - 1) !) n
( n! V

n- 1
( 8 ) ) =

n + 1

( n!)
2

n
2

n

V
n- 1

( 8 )# 

定理 2得证# t

定理 3的证明

单形 8 有
n + 1

2
个中面, 根据Helly定理[ 6, p. 4]

, 只要证明任意 n + 1个中面有唯一公共

点# 不失一般性,只需证明 801, 802, ,, 80n 和 8 12有唯一公共点即可# 取 8 为重心坐标单

形,我们可得中面的重心坐标方程如下:

  80i :  L0- Li = 0   ( i = 1, 2, ,, n)# 
  812:  L1- L2 = 0# 

上面方程组的系数行列式

  

1 - 1 0 , 0 0

1 0 - 1 , 0 0

s s s s s s

1 0 0 , 0 - 1

0 1 - 1 , 0 0

= 0# 

根据Menclaus定理,这 n + 1个超平面有唯一公共点# 定理 3得证# t

2  有关中面的不等式

定理 4  设 Tij (0 [ i < j [ n) 是 8 的二面角Hij 的角平分面的面积, S ij 是中面 8 ij 的面

积# 则

  Sij \ Tij   (0 [ i < j [ n) ,

等式成立当且仅当 S 0 = S1 = , = Sn# 

证明  根据 Tij (0 [ i < j [ n) 的解析表达式[ 7] :

  T ij =
2S iS j
S i + Sj

cos
Hij
2

# ( 4)

对( 4)利用算术_几何平均不等式,可得

  T ij [ S iSj cos( Hij / 2)# 

利用定理 1,我们得到

  
S ij

T ij
\

0. 5 S
2
i + S

2
j + 2SiSj cosHij

SiSj cos( Hij / 2)
\ 1

2

2+ 2cosHij
cos

2
( Hij / 2)

= 1# t

定理 5  设 S i 是单形 8 的n - 1维面 8i 的面积, S ij 是中面 8 ij 的面积# 假设

  S0 = max
0 [ i [ n

S i , Sn = min
0 [ i [ n

Si# 

则    6
0 [ i< j [ n

S
2
ij

S iSj
[ ( n + 1)

2

16
#
( S 0+ Sn)

2

S0Sn
,

当 8 是正则单形时等式成立# 

为了证明定理 5,我们需要用到下面著名的不等式# 

引理 3(Kantorovich)  设 ak > 0, k = 1, 2, ,, n, 6
n

k= 1 ak = 1, 0 < b1 [ b2 [ , [ bn ,
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则

  6
n

k= 1
akbk 6

n

k= 1

ak
bk

[
( b1 + bn)

2

4b1 bn
# 

定理 5的证明

对任意 n + 1个实常数 x 0, x 1, ,, xn , 有如下著名的结论[ 7] :

  6
n

i= 0
x

2
i \ 2 6

0 [ i< j [ n

x ixj cosHij , ( 5)

结合( 1)和( 5) ,我们得到

  6
0 [ i< j [ n

xixjS
2
ij =

1
4 6

0 [ i< j [ n

xixj ( S
2
i + S

2
j ) +

1
4 6

0 [ i< j [ n

( xiS i ) ( xjS j ) cosHij [

    1
4 6

n

i= 0
xi 6

n

i= 0
x iS

2
i - 6

n

i = 0
x

2
iS

2
i +

1
4 6

n

i= 0
( xiS i )

2
=

    1
4 6

n

i= 0

x i 6
n

i= 0

xiS
2
i# ( 6)

在( 6)中取 x i = S
- 1
i ( i = 0, 1, ,, n) , 根据 Kantorovich不等式,可得

  6
0 [ i< j [ n

S
2
ij

S iSj
[ 1

4 6
n

i= 0

1
S i 6

n

i= 0

Si =
( n + 1) 2

4 6
n

i= 0

S i
n + 1 6

n

i= 0

1
( n + 1) S i

[

    ( n + 1) 2

16
#
( S 0+ Sn)

2

S0Sn
# t

定理 6  设 8 = 3A 0, A 1, ,, An4是 n维单形, Qij = | AiAj | , R 是 8的外径, mi是过顶点A i

的中线长,则

  6
0 [ i< j [ n

S
2
ij [ ( ( n + 1) ( n - 1) !) n- 4

(4( n + 1) !) n- 2 6
0 [ i< j [ n

Q2
ij

n- 1
, ( 7)

  6
0 [ i< j [ n

S
2
ij [ ( n + 1) n+ 1

(4nn- 2
( n - 1) ! ) 2R

2( n- 1)
, ( 8)

  6
0 [ i< j [ n

S
2
ij [ n

n+ 2

(4n!) 2
( n + 1) 2( n- 2) 6

n

i= 0

m
2
i

n- 1
, ( 9)

当 8 是正则单形时等式成立# 
为了证明定理 6,我们需要下面的引理# 

引理 4  对 E
n 中的n 维单形 8 , 有

  6
n

i= 0
S

2
i [ ( ( n - 1) !)

n- 4

( ( n + 1) !)
n- 2 6

0 [ i < j [ n

Q
2
ij

n- 1
, ( 10)

当且仅当 8 是正则单形时等式成立# 

引理4是文[ 8]中定理的特殊情形,在文[ 8]中( 1. 5)式取 k = 2, l = n - 1, N = n + 1即

得( 10)# 
定理 6的证明

  在( 6)中令 x i = 1 ( i = 0, 1, ,, n) 得到

  6
0 [ i< j [ n

S
2
ij [ n + 1

4 6
n

i= 0
S

2
i# ( 11)

结合( 10)和( 11) , 不等式( 7) 得证# 

应用已有的结果[ 1, 8] :

  6
0 [ i< j [ n

Q2
ij [ ( n + 1) 2

R
2
, 6

n

i= 0

m
2
i =

n + 1
n

2 6
0 [ i< j [ n

Q2
ij# 
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我们得到( 8)和( 9)# t
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Mid_Facets of a Simplex

LI Xiao_yan1, 2,  HE Bin_wu1, 3,  LENG Gang_song1

( 1. Depar tm ent of Mathem atics , Shanghai Un iv er sit y ,

Shangha i 200436, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Mathema tics , Hun an Norma l Univ er sity ,

Changsha 410081, P . R . China ;
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Yueyan g , Hunan 414000, P . R . China )

Abstract: The mid_facet of a simplex in n _dimensional Euclidean space which was introduced quite

recently is an important geometric element. An analytic expression for the mid_facet area of a simplex

is firstly given. In order to obtain the expression, the exterior differential method was presented. Fur-

thermore, the properties of the mid_facets of a simplex analogous to median lines of a triangle ( such

as for all mid_facets of a simplex, there exists another simplex such that its edge_lengths equal to these

mid_facets area respectively, and all of the mid_facets of a simplex have a common point) were

proved. Finally, by applying the analytic expression, a number of inequalities which combine edge_

lengths, circumradius, median line, bisection area and facet area with the mid_facet area for a sim-

plex were established.

Key words: simplex; mid_facet; median line; Grassmann algebra; geometric inequality
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