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摘

本文给出几类可积的高阶非线性常微分方程
,

妻

指出一些已知的可积性结果或可积方程都是 它

们的特例
.

这些方程在物理学和力学中有着广泛的应用背景
.

一
_

已1 言、 甘 . 】- 刁

二阶及二阶以上的高阶非线性常微分方程在物理学及各种力学中有着广泛的应用
.

本文

坏Q用类似于〔1〕中所用过的未知函数 的任意函数变换法
, 给出几类可积的高阶非线 性 变系数

常微分方程
, 指出〔2 ~ 叼中的一些可积方程都是本文 所给出的可积方程的特例

.
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假设本文所提到的函数都定义在某个区间I内
,

且在其 中满足定理中的条件
.

定理2
.
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(111) b
Z

) 4 c 时
,

f(x )。(夕)+ 切(义)= C ; e x p
+ ·

){G(x
,众

‘

白Q自

一

z了.、、rseee
.

J

+ C乞“X p

!(
-

笋 ){。
“, ““

(2
.

4)

式中 C , 和C :
为任念常数 (下同)

, 。 , 斌
一

4c 品护一 /2
,

,

r = 斌 护一4 c
/ 2

.

证
「

令

f(x )w (y)+ 甲(x )=
。

则方程(2
.

1) 变为〔2〕中可积 的二阶变 系数线性方程(3
.

1 )
:

vl, + (bG 一‘
产

/ G )
v ‘

+ c G 与二 o

将其通解代入(2
、

的式
,
便得通积分(2

.

2 )~ (2
.

4 )式
。

证毕
。

当f(二)二 l , 切(x )二 0时 ,
方程(2

.

1 )变为

切 ‘

(夕)v
“
+ 切

“

(v)夕
‘名+ (b G 一G

/

/ G )田
‘

(刀)夕
产
+ c G

Z w (, )二 o

这是〔3〕中可积的非线性方程(2
.

1 )
.

〔幻中方程(3
.

1) 是它当功(g) = v时的特例
。

当f(二)二 1
, 中(二)二 0

,

G (x )= 1 / 二时
,

方程(2
.

1)变为

(2
.

5 )

(2
.

G )

。 ,

(。)。
·
+ 。·
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, : + “士
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1田
,

(。) 。
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一
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人 山
(2

.

7)

二阶E ul e r方程

。·
+

一

全
。‘

+
券

。一 0

是(2
.

7)当w (夕)= 夕,
b = a , 一 ] , e = a Z

时的特例
.

当f(“)三 l , 甲(二)三o ,
G (x )“ 1时

,

方程(2
.

1 )变为

。 ,

(夕)夕
I,
+ 。

“

(, )夕
‘ “

+ b。
,

(y )夕
‘+ e 。(y)一。 (2

.

5 )

二阶常系数线性方程

夕I,
+ b夕

‘
+ c 夕= o

显然是(2
.

8 )当。(夕)二功寸的特例
.

定理 2
.

2 设 G
,

F 〔C‘ , 切 ,

f
, 甲(C

‘,
G (二 )祷。

,

双 芦)祷 。
, F 二F (‘)

, 尹= 甲(x )
,

叨伪)祷
e o n s t , b和 e

为实常数
,
少、}J二阶方程
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,

/ G )+
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(2
.

9 )

可积
,

且其通积分 为

, (二)切(v )+ , (X )

一
p

()
F (‘)d “) (2

.

10 )

式 中。为〔即中方程(3拯)的通解
.

证 变换

f(二)阴(夕)+ 卯(x )=
u

将方程 (2
.

9) 化为〔2〕中可积的二阶线性方程(3
.

的
.

后者的通解为

(2
.

1 1)
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/

“一 。
·

e x p

({
F (二)d 二)

式中
。为〔2〕中方程(3

.

1) 的通解
.

代入变换(2
.

1 1 )
, 即得通积分(2

.

10 )
.

当f(二)“ 1 , 甲(二)二0时
,
方程(2

.

9 )变为

切 产

(梦)v
l, + w ll

(v)v
‘“+ (bG 一 ZF 一G

‘

/ G )。
声

(夕)梦
‘

+ [ F 名一F ‘一F (bG 一召
,
/ G )+

c G Z〕。(, )= o (2
.

12 )

这是〔3〕中的方程(2
.

9 )
.

同法可证

定理2
.

3 设Q
,

F
,

H 〔C
‘,

f
,

甲
,

M
,

N
,

G
,

田〔C Z ,

MH 一N F 笋。一 尸(戈)今 。
,

G (义 ) 斗 。,

f恤)斗 o , 。(, )今 e o n st , a
,

b
, e 为实常 数

,

则二阶非线性方程

f二
尹

(夕)y
”+ f。

“

(g )y
‘“+ [ Zf

‘
一 (岁 + R

尸

/ R )f〕切
‘

(夕)y
‘

+ 〔f
“

一(梦+ R
‘

/ R )f
产

+ 必R f〕, (y)+ 甲
“
一 (梦 + 尸

‘

/ R )卯“
+ 中刀中= 。

‘

(2
.

13 )

可积
,

式中R
,

梦 , 。分别 女「I〔2〕中(2
.

亚2 )
,

(2
、.

13 )
,
(2

.

1 4)所示
,
且其通积分为

, (二 )? (v)+ , (x )三B 一 p

(
一

J
R (X )

·d /

) (2
.

1 4 )

式中“为[2 」中(2
.

1 1) 的通解
,

.

B为积分常数
.

如果用N L〔, 〕表示方程(2
.

1)
,
(2

.

6)~ (2
.

9)
,

(2 一 z )或(2
.

2 3 )的左端
, 且设h(二)〔C为

一连续函数
, 则二阶非线性方程

N L [ v〕= h(男) (2
.

2 5 )

显拱是可积的
.

从定理2
.

1和定理2
‘

2的证明中可看出
,

二阶非线性方程(2
.

1 )
,
(2

.

6 )一(2
.

9 )
,

(2
.

1 2 )
,

(2
.

13) 和 (2
.

1 5 )都可经关于未知函数y的函数变换化为二阶线性方程
.

因此
,

我们 称 这些方
臼卜、

程为拟线性方程
.

俪
一

我们指出
,

〔4〕和〔5〕中下列诸二阶非线性方程都是救
方 程 (2

.

1)
,

(2
.

6 )
,

(2
.

7 ) 或

(2
.

8 ) 的特例
.

在〔4〕中
:

6
.

1 0 7
,

6
.

1 1 3
, 6

.

1 1 7
, 6

.

1 2 2
, 6

.

1 2 4一 12 5 , 6
.

1 2 8
,

6
.

1 5 0一1 5 1
, 6

.

1 5 7 ,

6
.

1以
一

6
.

1 6 9一1 7 0 , 6
.

1 7 3 , 6
.

1 7 5一 1 7 6 , 6
.

1 7 9一1 8 0
, 6

.

1 8 5
。

在〔5〕中
: 4

.

1 2 5一 1 2 6 , 4
.

1 2 8一1 3 0 , 4
.

1 3 5一 13 6
,

4
.

1 4 5
, 4

.

1 5 0一1 5 1
,

4
.

1 5 3
,

4
.

1 5 8
5

4
.

1 8 7
,

4
.

1 9 0
一

4
.

1 9 5 5 4
.

1 9 7
一 4

.

1 9 9一2 0 1
5

4
.

2 0 3
,

4
.

2 0 8 一 2 1 0 一 4
.

2 1 2 一 2 1 4
5 4

.

2 1 7
,

4
.

2 1 9一2 2 1
, 4

.

2 2 3
, 4

.

2 2 7一2 3 0 , 4
.

2 遭0
.

例 2
.

1 方程? yg “
一3 y

产“一 4 y 2 == 0 (〔4
,
(6

.

1 5 1 )」)有平凡解y二 0 ; 当 夕> 0 时 ,
它可改写

为

一

立
一

。
一(2。。一 3。

, 2
, + 。

一 ’
, ‘

2

一“

即
.

(夕
一 , “)

I,
+ 。一““

= o

它是 (2
.

5)型的
.

此处功(夕)= 夕
一 ’‘2 , b二。, e = i ,

且舀
2
一4 e = 一 4 < O, o, 二 1

.

根 据 (2
.

2 )

式
,
得通解

夕== (C
: e o s戈+ C : s in x )

一 “

注意, 这里所用的方法与〔4〕中的不同
.
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.
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方程 二s yy ”
+ x 3夕’ 么+ 6x 2 , y 尸

+ 3大夕
Z
o a

(〔5
,

(4
.

2 2 9)〕)可改写为

(, 2

)
·

+
圣(刀 + 鼻

与它对应的齐次方程

(。
2

)
·
十

熟内
/
十

尽
是(2

.

7 )当切(夕)“少
,

b= 5 , c 二 6时的特例
.

由于护一 4c 一 1 > o , : 一川2 ,

故其 通 积 分可由

(2. 4 )式得出

夕2
= C z x 一 2

+ C : 劣一 “

又 犷= a
/ , 是原方程的一个特积分

, 故所求通积分为

夕2
二C a劣一 2 + C : 工一 8 + a x 一 1

定理3
.

1 设
a : , a a

为实常数
,

G 〔C Z ,

J
,

叨
,

甲

三
、

n (》3) 阶方移

〔C
3 , G (x )今 。

,
f(二)姜 。, 甲二甲(二 )

, 山 (夕)斧
e o n s t , a , ,

则三阶非线性方程

f。
了

(夕)夕
. + f山

脚
(夕), 了”

+ 3f“
“

(y)y
‘

夕
I,
+ 〔3f

产
+ (

a : G 一 3 G
‘

/ G )f〕
·

〔切 夕
(夕)g

”
+ 。

”

(夕)夕
’“

〕+ 通3f
l,
+ 2 (

a :
G 一 3G

’

/ G )f
’

+ 〔a
:
G “一 a :

G ‘ + 3 (G
‘

/ G )
“
甲G

”

/ G 〕f }叨
‘

(夕)夕
‘

+ 玉f
公 + (

a , G 一 3G
产

/ G )f
“
+ 〔a

Z

G
‘
一 a , G

‘
+ 3(G

‘

/ G )
2

一 G
“

/ G } f
‘

+ aaj G
“

}二(, )+ 中目十 (a
:
G 一 3 G

‘

/ G )切
‘

+ 〔a ZG 半一 a : G
,

+ 3(G
‘

瓜)
2 一召

I,

/ G 〕中
‘
+ a 抑G a ~ o (3 1 )

可 经变换

j(劣 )。 (夕)+ 甲(二)==
u ,

化为常系数线性方程

, 一

{
G (二 , d X

(3
.

2 )

d
Zu

.

以“

d tf 十气
一

d 沙
一

十aa “= u (3
,

3 )

证 将变换(3
.

2 )代入(3
,

1)
,

即得方程(3
.

的
.

证毕
.

当f(二)‘ 1 , 甲恤)二 o时 , 方程(3
.

1) 变为
‘

切 ‘

(夕)夕
砂 + 田砂

(夕)v
产“+ 3阴 11

(, )v
‘9 11

+ (
a ,
G 一 3 G

‘

/ G )〔切
‘

(夕)夕
“

一 + 切 l,

(梦)。
‘’

〕+ 〔a : G
Z
一 a :

G
‘
+ s(G

‘

/ G )
“一G

l,

/ G 〕川
‘

(。)。
‘

+ a 3 G
s。(夕)== o

文 〔6」中的线性方程(2
.

1) 是 (3
.

4 )当w (妇 = y时的特例
.

当G (二)二1 / 二时
,
方程(3

.

4 )变为

(3
.

4 )

切 ‘

(。)。
, + 。 ,

(。), ‘3 + 3功。

(, )。
/
。
。

+ “‘

户
“〔二

‘

(。)。
·

+ 功 ,
(。)。

, , :
‘为

(
a Z
+ a :

+ 1 ), ‘

(“)”
‘
+ 反言

切(梦)= 仓 (3
.

5 )
1扩

+



几类可积的非线性常微分方程 (亚)—高阶方程 5 2 5

显然
,

三阶E 叭e r
方程

, , +
乞
。·+ 饭

, /
+
全孟

。一。

. 构 ‘、 洒
口

是(3
.

5 )当。(, )= y , a ,
= b

,
一 3

, a : = b Z一b ; + 2 , a 3
= b

s

时的特例
.

当G (幻二 1时
,

方程曲
.

4 )变 为常系数非线性方程

。 产

(y)夕
价 + 功 砂

(, )夕
产“
+ 3叨 “

(夕)里l
产夕“ + a :

[ 叨
/

(夕)之尹
“
+ 切 “

(v)夕
‘“
〕

+ a : 、 ‘

(夕)夕
‘+ a 3功(夕)= o (3

,

6 )

三阶常系数线性方程

g 加 + a , 夕“ + a Z夕产+ a s夕= O

显 然是方程(3
.

6 )当功(妇 = 夕时的特例
.

定理3
.

2 设G 〔C
3 ,

f
,

、
,

, 〔C.’
,

G (二)钾 。
,

f(二 )今 。
, 切= 切(x )

, 、(夕)今
e o n s t , a ‘

(￡=

1 ,
⋯

, 4 )为实常数
.

则四阶方程

〔f切(夕)+ 甲〕‘
4 , + (

a ,
G 一 6 G

’

/ G )[ f切(夕)+ 沪] 衍 + [ a Z
G

Z
一 sa l

G
’

+ 1 5(G
‘

/ G )
’一 4 G

ll

/ G 〕仁f。(y )+ 甲〕
),
+ 〔a

s
G s一 a :

G G
‘
+ 3 a , G

‘“

/ G

一 1 5(G
‘

/ G )
“
一 a 工

G
“
一G ,

/ G + 1 0 G
‘
G

“

/ G
“

〕〔加(, )+ 甲〕
‘

+ a 4
G

4

[ f田(夕)+ 甲〕= o
、

(3
.

7)

可经变换 (3
.

2 )化为常系数线性方程

补 + “,

补
d

4 “ d s u d
Z“

.

d “

十几 d 产 十几 d t 十“声二U (3
.

8 )

证 将变换 (3
.

2)代入方程(3
.

7 )
, 即得(3

.

5)
.

置二(刃二夕
,
f( 二)兰 1 , 卯(二)三 o ,

方程 (3
.

7 )便化为「的中的四阶变系数线性方程(2
.

4 )
.

因此
,

四阶E ul e r方程
男4 夕(4 ) + b

, 劣3夕, + b
Z戈 2 , “

+ b
3戈夕‘ + b

4 夕= O

和 四阶常系数线性方程

v (4 ) + a , 夕111 + a Z , ”
+ a 3 , ‘

+ a 4夕” O

都是方程(3
.

7 )的特例
.

定理 3
.

5 设 E
,

f
, 田 , 切〔C

n ,
E (x )今 。

,

j(x )今 0 , 切 = 甲(二 )
, 阴(

v
)今

e o n st , a ‘
(i=

o
,

1
,

⋯
,

的为实常数
,

且a 。
~ 1

.

则 n 阶变系数非线性方程

” 夕

E 兄
。, 一 ‘

C二
一 。, 一 ‘、E (‘’[ f田(

。
)+ 甲〕‘

n 一 , , = o

J , 0 ‘二 0

(3
.

9)

可经变换

E (戈 )[ f(二 )切(
。
)+ 沪(, )〕= 夕 (3

.

1 0 )

化为常系数线性方程

乙
a , v ‘卜 j , = O

一

(3
.

1 1)
j , 0

证 将变换 (3
.

1 0) 代入(3
.

的
,

再利用 L ei b ni z 公式
,

即可得到方程(3
.

n )
.

显然
,

令f( 劝 三 1 ,
’

沪(x )兰 。
, w (v) 二

v ,
方程(3

,

的就变为〔6 〕中可积的
n
阶线性方程

(3
.

1 )
.
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类似地
,

易证下述定理
:

’

定理 3
.

4 设E (x )
,
f( x )

, 阴(
“
)

, 切(x )和价同定理3
.

3 ,

则 , 阶变系数非线性方程

” 夕

乙 乙
a , 一 ‘C二

一 (, 一 ‘。二“ 一 ‘, 一 ‘’E “’〔f。(
v
)+ 中」

‘卜 , , 二 o

了, 0 1 . 0

(3
.

1 2 )

可经变换(3
.

1 0) 化为川价E ul e r方程

兄
a 了二卜了, (卜了, 二 o

少. 0

(3
.

1 3 )

因而可再经自变量变换 t= In , 化为
。
阶常系数线性方程

.

当f(x )兰 l, 沪(二 )三O
, n = 3时

,

方程(3
.

9) 呈下形
w ‘

(
。
)
v ll, + 功)lI

(
v
)
。‘3

+ 3田 “

(
。
)
。 ’v “

+ (3忍
‘

/ E + a ;

)〔切
‘

(
v
)
v “

+ 叨 I, (“)
“ ‘’

〕+ (3 E
ll

/ E + Za ;E
‘

/ E + a Z

)“
‘

(
v
)
v ‘

+ (E
lll
/ E + al E
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例 3
.

1 方程

(3
.

1 4 )

。。c o s。一。
/ 。。0 5。一 3 , , 。· s ; n v一

二(
。·。0 5。一。

, 2 5 , n。)

3
十 劣2 彗

‘

c o sg 十 x
一sl n g = u

是(3
.

4 )当G (二)二二 , 即(v)=
sin 夕

, a ,
= a Z

二。, a :
= 1时的特例

.

根据定理 3
.

1 ,
令

s in 夕, u ,

t二砂 / 2
,

得

d 3u
/ d t s

一 u 二 0

梦特征方程有根rl 二 1 , r : , 。二一 1 / 2士斌 3 f/ 2
.

因此所给方程的通积分为

_ :
_

_ _
_

户
. _ _ _

_ 二l , , ‘ 、
, . _ ,

_ _ , , 泊 ,

f。
_

材 3
_ , .

。
_ . _

斌 3
_ _

八
5 1 1 1夕= 如 IU 盖 P I声

一
/ 乙 J个

匕 X P L一犷 / 任 」、七 Z C o s
一滩

万十七
s5 1 n ,

涛
一

户
、

‘

生 任 ,

例 3
.

2 方程

夕, L,l + 3 , ‘ , “
+ (3

e o t , 一 z )夕刀
”
+ (3

e o t二一 1 )夕
‘2
一 2 (1 +

e o t劣 )夕, ‘
二 o

是(3
.

1 4 )型的
.

这里。(刃 = 犷
, E (二 )=

s in 尤 , a ;
二‘ 肠 a Z

= 1 , a 3
二 一 1

.

根据定理3
.

3 ,

变换

夕Z sin x 二 口

将所给方翟化为三阶常系数线性方程

d
昌v d

Z口
.

d u
一 , 。

一
, ,

十
·

,

一 口= 0
“ 戈

‘

“ X
一 a X

它的特征方程有根
r , = 1 , r Z = f, r 3

二一 1
.

因此
,

所给方程的通积分为

夕气in x = C
, 召

.

+ C : e o s戈+ 认
sin 二

我们指出
,
在〔4 〕和〔5〕中所收入的三阶及三阶以上的非线性方程很少

.

根据本文定理3
.

1

~ 定理3. 4 ,
给函数G (, )

,

f( 戈 )
, 甲(二 )

, w (刃和E (二) 等以各种特殊形式
,

便可得到很多新

的可积的高阶非线性常微分方程
,
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