
应用数学和力学
,

第 11 卷第 ‘期 (1 9甘。年 8 月)

A p Plie d M a the m a tie s a n d M e eha n ie s

应用数学和力学编委会编

社 出 版庆
.

一重
,

�

嵌入弹性半空间的弹性迥转轴的扭转
’

云 天 锉

(华南理工大学力学系
,

1 9 8 9年 1 1月10 日收到 )

摘 要

本文用线载荷积分方程法( L L I E M )研究嵌在弹性半空间的弹性迥转轴的扭转 问 题
.

将
“

点

环力偶( PR C )
’

和
“

半空间点环力偶( PR C H S )
’

分别分布于迥转轴内和外的轴线上
,

就能将本

问题归结为一维的F r ed hol m 第一种积分方程组
.

直接用离散法求解时
,

会发现有时解 是不稳定

的
,

也就是病态情形
.

本文采用以带小参数的Fr ed h ol m 第二种积分方程代替病态的F r ed hol m 第

一种积分方程的方法可以得到稳定的解
.

此法比T ikh o n o v正规化法简单
,

易于在计算机上运行
.

文中给出圆锥
、

圆柱
、

圆锥
一
圆柱

、

抛物线轴等数值例子
.

概 述

作者在文仁1 〕中曾研究过嵌入弹性半空间的刚性变直径圆轴的扭转问题
.

对于弹性轴
,

K ar as 毗i等人在文〔2〕中研究过嵌入分层 的弹性半空 间的长圆柱弹性杆 的扭转
.

对于嵌入弹
’

性半空间的弹性迥转轴的扭转犷 则还未见讨论过
.

本文就是研究这一问题
,
用的是与〔1 〕相

同的线载荷积分方程法 ( L L IE M )
.

对于弹性轴的位移和应力
,

采用 虚 的基本载荷
“

点环力

偶 ( PR C )
”

沿弹性轴所占的区域之外的轴线上分布来计算
; 对于半空间的 位 移 和应力

,

采

用虚的基本载荷
“

半空间点环力偶 ( PR CH S)
”

沿半空间之外的
,

也就是迥转轴所 占区域之内

的轴线上的分布来计算
.

根据迥转轴和半空间粘连在一起的边界条件
,

就可将问题归结为积

分方程
.

但是 , 只 是上述虚载荷的分布
,

得到的是齐次的积分方程
,

其数值解时往往只有零

解
.

为得到便于求数值解的非齐次积分方程
,

参照流体力学中的源汇分布法迭加
“

均流
”

一

项的方法
,

除上述虚的基本载荷外
, 还加上一个强度为 c 护( C 为 常 数 ) 的 作角于

: 二 : (s ”

一“ )的单个的点环力偶
,

在上述虚载荷作用下
, 由轴和半空间接触面的边 界 条件

,

便可得

到两个一维的 F r o jh ol m 第一种积分方程
.

解此积分 方程组求出未知 的虚载荷的分 布函数便

能求得迥转轴和半空间的任一点的位移和应力
.

在用数值法求解这组 Fre d li ol m 第一种积分方程
, 记为 A 二 = y ,

时
,

会出现解不稳定的

情形
.

也就是微小扰动占y作用于方程右端时
,
其解与原解二差别很大

.

也就是说 A 二二 y 是病

态 的
.

国家 自然科学基金资助项目
.
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处理病态的第一类方程有许多方法
‘“, ,

其 中备 受 关 注 的 是 由 美 国 Ph ill iPs 和 苏 联

T ik h o u o v
分别在 19 63年独立提出的称之为正规化法 (M

e t】、o d o f R og 以la : iz a tio 。
)

.

此法将

求解病态的A 另二夕的解问题改为解下述优化问题
_

m 泣 }A 犬一引}
2
+ 川{L州}

2
‘ 、

(1
,

1)

其中歹二 , + 占, ,

[.: 是某些线性算子
,

常取
.

乙劣二劣 ,

或无
丫二了或劣 “

等
.

。为一参效
,

{
·

{{为乙
2

范

数
.

后一项 a }!L川}
2

起稳定的作用
,
这些信息是原方程 A 二一 , 没有的附加 的某些光滑性的信

息
.

关于正规化法已有许多的介绍和讨论“
一“’.

正规化法虽然备受关注
,

但它至少有一缺点
,

就是不方便实际应用
,

或不便在计算机上

运算
.

以最简单的取L、二 % 而言
,

据〔3
,

p
.

1 8 3 」
,

求解(1
.

1) 等于求解下式的丸

(A
T
A + a l)介= A 与 (1

.

2 )

而汉, A 的计算是非常 之繁的
.

为此
,

本文采用带小参数
。的F r o d hol m 第二 孙积分方程来代替

病态的A x = 夕, 即用

·、(
·
)+

I
。 A (

· ,
。)、(。)d一

。(
·

,
(重

.

石)

来代替
.

(1
、

3 )式的离散数值解为求解

(A + 叮 )机二夕 (1. 4 )
免去求叠核重积分的繁长计算

.

用此法可以获得稳定的解
.

这是 因为第二种积分芳程 的(A

+ 。I)
一 ‘
有界且处处可定

〔7 ’.

本文的第二节
,

讨论积分方程的建立
;
第三节讨论数值解法

; 第四节讨论病态问题的处

理
; 最后讨论数值例子的一些结果

,

其中包括圆柱
、

圆淮
、

圆锥
一

圆柱
、

抛物线轴等
.

二
、

积 分 方 程 的 建
一

立

图 1表示剪切模量为G , , 母线为P = P(z) 的受扭的弹性迥转抽嵌入弹性模量为G 二 的弹性

半空间中
.

这个问题的边界条件由迥转轴和半空间在接触面处粘连在一起的假定可得
:

卜研曰研

过

圈 2

1
.

: e :

(
r ,

o)二 o
, : > P(o) (2

.

1 )

2
.

。二
(力;

:
)二

v 。
(

_

户
, :
)

,

o(
: ( L (2

.

2 )

3
.

: 。, 。
(P

, :
)二

: 。”。

(P
, :
)

,

o簇
: 《L (2

.

3 )

式中下标H 和S 分别表示量属于半空间和迥转轴
,

条件(2
.

2) 和 (2
.

3 ) 分别代表半空间和迥转
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轴的接触面上任一点 (P
,

劝的位移和应力的连续条件
, n 为迥转轴的边界的外法向

,
L 为轴的

嵌入长度
。

为了计算半空 间H 任一点 的 N (
, ,

习的位移
。
式

, ,

z) 和应力
: , 。

(
r ,

习
, : 。:

(
: ,

幻
,

将集度

为未知函数“
:

(
C
)的

“

半空间点环力偶(p o i牡t r in g e o o p le o f h a lf sp a e e
)? R CH S

”

沿 e
(二

习轴分布在〔。
,

们 (人< L
,

否则在半空间的轴线上出现奇异性与实际的应 力场不符 ) 如图2示
.

在这些PR CH S的作用下
,

位于轴占领区外的半空 间万的任一
l

氛N (
r ,

劝 的位移和应力
,

由

〔l ]
,

为
:

二(
·, ·

)一 (8二G
·
)一

{:
(R 。 + R 、)X l

(
·
)d

·

卜

一(
· , ·

)一
3一(8兀 )一

I:
(* : + R 、 )/ 主(

·
)d

·

:
·。二

i
· , ·

)

一
(8·)一

I:
〔(
一

)·、 + (
·+ ·

) * 、〕一 (
·
)J

·

)

(2
.

劝

式中 R
, ,

= 〔r ‘+ (
, 一 c )

2
)“

2 , R : ,

= 〔r
Z
+ (

: + c
)

, 〕“
2 ,

(2
.

5 )

为T 计算迥转轴S上任一点N (r
, :
)的位移

v 。
(

r , z
)和应力

: , ,
(

r , :
)

, : 。 :

(
r , z

)
,

将集度为

未知函数二
:

(
c
)的

“

点环力偶(p
o in t r in g c o u p le )PR C

”

分布在
c
(= + 二

)轴 (o
,

一、 )上
,

并

在
c = 。(

: , 一。)处作用强度为Csa (C为常数 ) 的集中的单个的点环力偶如图3所示
,

仇 r
卜
玩

~ 、、

图 3

所谓
“

点环力偶
”

(即〔8〕的
“

点圆力偶
” ,

〔9〕的
“

圆扭矩
”

) 和半空间点环力偶是类似

地定义的
.

它们的区别是前者PR C是作用于全空间中并由 K e lv , n
集中力公 式经积分运算求

得
,

后者PR C H S作用于半空间中并由M in dl 泣水平集中力公式经积分运算 求 得
.

PR C 作用

于全空 间中二 = c 的基本解已在〔8 〕中求得
, 并在〔9〕中应用于解迥转轴的扭转问题

.

于是在图

3所示的虚载荷PR C的作用下全空 间口
。
中任一点N (

: ,

z) 的位移和应力
,

由仁9 〕
,

为
:

二(一 ,一(8 ! ‘· ,
一 ’

J:
R ; , 一‘

·
, “

·+ ·
(8·G

·
,
一 ‘C

)
: , 。。

(,
, :

)一
3 ; 2

(8二)一

{:
* ; : ·

:
(
·
)、

·

{
。

: :
(
· , ·

)一
3·(8·)一

{:
(
·+ ·

)* ; : ·
:
(
·
)、

·

!

(2
.

6 )

式中
,

R
。 ,

二沙
“
十 (

2 十 。
)
“」“

“; 寿为一有 限常数以代替。
.

(2
.

6 )式用来计算迥转轴占领的区

域 内的点包括边界点的位移和应力
,

它的适用范围是
: o ( :

( 乙
, r《p (习

.

将(2
.

4 )式和 (2
.

6 )式代入边界条件(2
.

2 )式和(2
.

3 )式
,
得

:
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1 「几
, 。 _ 。 .

n _ 。 、 , 、 ,

l r七 n _ 。 , 、 ,

~

丙j
。
气找“ 十八王犷, 劣

‘
又“ )““一 ‘。

J
。 扰 a

; 劣
,
L“)““二 七 (2

.

7)

J:
、〔, 一 ,

/

(
一

)〕R 、+ 〔, 一 ,
/

(
·+ ·

, 〕R 、‘二
孟
(
·

, d
·

{仁力一夕
‘

(
: + e

)〕R 云; }二
:
(

c )d c = o (2
.

8 )

式中 R
, , = 仁夕

2
+ (

: 一 。
)

2

〕“
“

R
: , ~ [ 力

,
+ (

z + e
)

2 2’
‘2

= R
。 ,

P
/
= d P(

二
)/ d

二

(2
.

9 )

其中应用了关系式

: , 。

(夕
, z

)=
: , ,

(力
, 二

)
e o s
沪一

: 。:

(P
, 二

)
sin
功

P
‘
二d P (

z
)/ d

z 二 tg 必

必+ 二/ 2是 : 轴和外法向
”的夹角

.

因为无论P R C H S怎样沿
二 轴分布

,

边界条件(2
.

1) 式总是满足的
,

所以只需考虑满足边

界条件(2
.

2 )式和 (2
.

3 )式
,
也就是(2

.

7 )式和 (2
.

8 )式
.

(2
.

7 )式和(2
.

5) 式是非齐次的一维的F re d hol m 第一种积分方程组
.

在图 3中作用一强度

为C护(
。一 , 一。 )的单个的 PR C的目的是使这个方程组的右边不全为零

.

否则 , 其离散的解将

是零解
.

当然
,

欲使这个方程组的右边不全为零
, 除上述安排外

,

也可以在
z = Q处加上单个

的强度为C的PR C H S
.

用这两种安排的离散解所得的结果也类似
.

至于单个 的 PR C 的强度

为何设为C护(
s * 一。 )而不是别的 (例如C犷或 C扩)

,

这是由 PR C 作用的基本解得出的
,

目

的是要得出由它产生的反映在(2
.

7 )式或(2
.

5) 式中的位移或应力的项
。

一旦联解(2
.

7 )式和 (2
.

5) 式求得劣 ;
(
。
)和 二 :

(c) 之后
, 由平衡方程可以确定作用于迥转轴

的扭矩M
:
和这些虚载荷之间的关系

, 即

M
, 二 }

。 ’ ,
(
“
)d

C 二 ““}
。 r ‘r 。·。

(
r ,

“)“
r (2

.

10 )

而半空 间和迥转轴的位移和应 力可分别 由(2
.

4 )式和 (2
,

6) 式求得
.

三
、

数 值 解 法

用 直接离散法解(2
.

7 ) 式和 (2
.

8 )式是最简单的
.

方程

班戈 = B

来代替
, 然后求解二

.

其中矩阵月是一 Zn x Zn 的矩阵
,

素 a ‘J分别为
:

也就是将(2
.

7 ) 式和 (2
.

5) 式用代数

(3
.

1 )
x 和B 是一2n 阶列阵

.

A 二〔内 , 〕,
其元
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一武
一

I::
一 ; ),‘R 挤+ “挤 , d

·
‘’( ‘

,

’成·,

口‘J
1 「(j一

”
)犷

: n _ , ,

G ,

J(, 一 。一 , ), 1 “·
““ ‘ (l‘ f‘

n , n + 1( j( Zn
)

jt

(j一 l )t
{〔力‘一力{(

z ‘一 c
)〕R 拐+ 〔户

‘
一夕{(

: ‘+ C )」R 站}d e

(
n + 1( i《2”,

1( j成
,
)

(j一
”
)t

i

(j一
”一 1 )t

:

{〔力‘一力 :(
z ‘+ c

)〕R挤 }d c

(
n + 1《 i, j( Zn

)

式 中
, t“ (h一。)/

n , r, = (k 一。)/
n , R

, , ‘, R : , ‘,
R

。 , . 为相应 的R , , ,
_

R Z , ,

: ‘
得到的值

, 二 . = z 。十 。
二 iL 加 (‘《 n)

.

列阵戈 ~ {戈户的元素叉
, 为

:

⋯
)

(3
.

2)

R
。 , 中的 :

代之以

r,,,�

一一
心Ja

尹...,“

一一一
才JQ

r戈

x J = 飞
一

工

: ( e , )
,

:

( e , )
,

( 1戒 j《 n )

(
n + 1成j‘习

。
)

( 3
.

3 )

列阵刃 ~ {b
‘

}的元素b‘为
:

b ‘= C / G
。

( 1( i《
, ) ; b。= 0 ( n + 1 ( 玄《 Zn

) ( 3
.

4 )

其中C是常数
,

它代表强度为C护的单个的PR C 作用引起的那一部份的位移
.

由于 ( 3
.

1) 式是

一线性代数方程
,

其解 x 与右端b也就是C成比例
,

可取C 二 1
. 。为分段数目

, 将长度 L ,

h,

k均取
n
个等分来计算

.

为避免在轴线
z ) L 的点出现奇异性

, PR CH S分布不能超出L
,

即 h<

L
.

取h二 。
.

SL
.

而长度 k代表PR C的分布区间
,

取k = n L 已足
.

因为距离太远的PR C 的作用

影响很微
,

因此取 k小一些
,

对计算结果也无大的影响
.

作为数值例子
,

计算了圆柱
、

圆锥
、

圆锥
一

圆柱及抛物线轴
.

按照上述 安 排
,

进行离散

解会出现病态情形
.

也就是当我们用上述方法算出位移和应力
,

我们想知道它们是否可靠
,

是否稳定
.

于是在 ( 3
.

1) 式右边加上扰动 d
。

取占二 }b
,
】m

: 二 x 1 0
“ ”

( 或更小) ,

重算所得的位移

和应 力
,

若与前者或差别较大
,

即为病态情形
,

此时
,

采用下面的处理方法
.

四
、

病态方程的处理及其数值解

在第一节中已述
,
病态的第一种积少方程 A 劣 = 夕的正规化法 的处理是将 问题改为求解

( 1
.

1) 式 的优化问题
.

其中后一项all L刻
“

起稳定化作用
.

前面已述
,

这种正规化法的一个缺

点是不易在计算机上运算
.

其实类似的做法可 以有多种选择
,

不必局限在 ( 1
.

1) 式的模式之

下来探讨
.

本文在此将病态方程A 戈= , 的稳定化 问题改 为下式的优化问题

m i n }jA x 一歹{}+
。}j二}} (

:
> o )

‘

( 4
.

1 )

由于
.

llA 劣一夕l{+
。 !I“ }}》 l!A 劣一刃+ e 二 }

因此
,
我们用 ( 4

,

2 )式代替 ( 4
.

1) 式
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In i川 A x 一歹+ :川}

显然
,

(4
.

2 )式 的最小值为零
.

而

】}阴】}二 0

一
切士 0

因此
, 求解(4

.

2 )式等于解下列积分方程
。戈 + 月x 一乡* O

且口

(4
.

2)

一(
·
)+

丁
。 A (

· , ·
)二(

·
,“一 , ‘

·
,

(4
.

3)

其中
。
() 0) 是一参数

, 习 是积分域
.

对于本扭转问题
, 积分是黎曼意义下的积 分

,
范数用

s
叩范数

,

因此
,

在 (4
.

3 )式中的L Z意义下的等号
“
“

” 一

可用
“
二

”

代替
, 即

一(
·
)+

l
。A (

· , ·
)二(

·
)d一 , (

·
)

(4
.

4 )

(4
.

4 )式当
。铸。时是一个F r o dl lol m 第二种积分方程 ; 通常都有稳定的解

.

(4
.

4 )式的离散的数值解法可归结为解下面的代数方程

(A + 。I)x = B (4
.

5)

式中I是 2 ” X Z ”的单位矩阵
, 月

,

为 B 与 (3
.

1)式全 同
, “ 是一给定 的 小 参 数

.

(4
.

5)式比

(1
.

2 )式简单多了
,

很方便在计算机上运算
.

’

计算的实践表明
,

(4
.

4 )式的 二(目项确能使解

起稳定作用
.

本文用带小参数的 F : e d hol m 第二种积分方程(4
.

灼式来代替病态的第一类 积分方程的

处理虽比正规化法简单
,

但下列问题仍有待进一步探讨
:

1
.

怎样确定合适的参数
。? 根据什么准则来确定 ? 如

。
很小

,

(4
.

4)式 回到病态情形
,

式 。 过大
,

虽然解很稳定
,

但与原方程A 戈二梦差别太大
.

类 似的问题在正规化法中也存在
,

如何选择 (1
.

1) 式的参数a ,

也有 许多人研究过
〔“’”

·

’“‘’,

但并没给出确定 a 的简单的规则
.

本

文用的是试的方法
,

即给出尽量小的。,

看看得出的解是否稳定
.

否则增大。再试
.

2
.

(4
.

4 )式的解与原问题刀二二y的解的误差的估计问题
.

3
.

无论是正规化法或是木文的方法均需加上一项原方程月劣 = g 所没 有 的 稳 定化的信

息
.

此项信息的物理或力学的意义是什么 ? 从哪儿可获得? 这些问题
,

对从数学角度的研究

者是不大讨论的
, f亘从力学角度来看是应予以重视的

.

结合本问题而言
,

这些稳定化的信息

来自何处 ? 代表什 么? (2
.

1) 式至(2
.

3 )式的边界条件是不是完全的 ? 等等问题均有待进一步

探讨
.

五
、

数 值 解 的 例

应用离散法解(3
.

1)式和(4
.

的式
,

在 D PS S机上对
·

圆锥
、

圆柱
、

圆锥
一

圆柱以及抛物线等

迥转嵌入轴进行运算
.

(3
.

1) 式和 (4
.

5 )式可编成统一的程序
,

前者用
: 二 0代入

,

后者 用 。共

0代入
.

图 4a 和图4 b分别表示圆锥(Za 二 6 0
’

)在 G 扩心二 10 和 l沪情形下接触面的单位扭矩的扭转

角
。
/ (P

·

几f :
)的分布图

.

其中曲线1代表
。= O,

d二 O的情形
,

即来受扰动
,

也没加上稳定化的

项时的情形
.

曲线2代表
。= 。, 占= !b

。
}碗

: x 10
~ . , 即(3

.

1) 式右端 有 一 扰 动 占
,

其大 小为
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}b ‘! m
。 x

的 1。
一 ”

倍时未力!l稳定化项的情形
.

曲线3代表
。二 o

.

l x lo
一 “,

d 二 o 的情形
,

即加上参

数为
。的稳定化项而未有扰动 的情形

.

曲线4代表
: ~ 0

.

1. 只 10
一 “,

占= !b
‘

}m
。 x 火 10

一“

的情形
,

即有了稳定化项又受到扰动 占的情形
.

计算表明曲线 3 和 4 相差极微
,

也就是说加上参数为

0
.

l x l。
一 “

的项确能起稳定化的作用
.

由图 4 b 更可见本扭转问题在 ‘洲G H ~ 1护情 形是病态

的
,

它的直接解曲线 1 不可靠
,

而加上稳定化项之后
,

曲线 3 就比较符合直观的想像
,

此时

G 。较大可近似为刚性的扭转
.

图4c 表示几个不同 G 打G 。 比值时
,

曲线 3的情形
.

当圆锥角a

为其它数值时也有上述类似情形
.

图 sa 和图sb分别表示圆柱 (L / D 二 2 )在 G 。
/ G

H 二 1 0和 1 0
.

情形下沿侧表面的单
、

位扭矩的扭

转 角州(P. M
:
)的分布图

.

其中曲线 1至 4的定义同上
.

图5a 曲线 1和 2 已很接近
,

即问题不是

病态型
,

也就不必用稳定化的曲线 3 去代替
.

图 6 a 和图 6 b分别表示抛物线轴(p ~ 1一。
.

0 1梦)在 G 刀
/ G

H ~ 1 0 和 10 ’“情形下沿接触面的单

位 扭 矩的扭转角
。
/( P

·

M
,

)的分布图
.

其中图 c b 的曲纹 1 和 2 的差别较大
,

宜用曲线 3 去

代替
.

图7 a 和图 7 b分别表示圆锥
一

圆柱在 G 。
/ G H ~ 1 0 和 1沪 情形下沿接触面献

一

单位扭矩的扭转

角
。
/ (夕

·

M
,

) 的分布图
.

其 中图 7 b 的曲线 1 和曲线 乞的差别较大
,

宜用稳定化的曲线 3 来

代替
.

以上结果 由 。~ 20 得出
.

有 两点需要加 以说明的
:

]
_

’

L 工
J

IE M法应用于迥转轴的扭转问题时适于母线为光滑曲线 的 无 奇 异性情形
.

因

此
,

对于圆柱
,

或圆锥
一

圆柱 的
“

角
”

点在此视为用圆弧来连接
,

即半空 间 在 该处没有奇异

性
。

2
。

本程序适用于弹性轴情形
.

取G : 较大也不等于是刚性情形
.

因为(2
.

6) 式只适于弹

性空间
,

而且边界条件 (2
.

3 ) 式也不适于刚性轴
.

因为刚体的平衡是以休整来考虑的
。

.

三
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