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摘 要

本文建议了一种用于分析St o k e s流动的罚
一

杂交变分原理
.

其中
,

偏应力张量和 静水压力事

先满是线动量平衡
.

建立了相应的有限元模型
.

由此
,

压力可在列式过程中消去
,

使得有限元矩

阵方程仅以节点速度作为唯一的求解未知量
,

推导了几种4 一节点和卜节点四边形单元
.

通过数值

算例
,

显示了单元性能
.

引 言

S t o k e s方程是N a州 e卜 S to k e s方程的定常和线性化特例
,

并在形 式上 与控制橡皮材料
、

固体火箭推进 剂等的线性响应的经典各向同性不可压缩弹性力学方程相同
.

对于它的研究具

有典型性和普遍性的意义
.

由是之故 , 近 20 年来
,
St

o kes 流动的有限元分析领域
,
一直是具

有多种背景的研究工作者的兴趣大量集中的焦点
.

由于引用了不 同的方法来处理不可压缩约

束
,

出现了多种列式方法
.

流函数和流函数
一

涡度列式
‘”‘“’通过引入流函数而恒等满足不 可 压 条件

,

不存在与连续

方程相关的问题
.

然而
,

此类方法所固有的缺陷
,

却对边界条件的实施工作造成了障碍
,

并

且使向三维问题 的延拓工作遇到极大困难
.

速度
一

压力列式 : 3 〕。‘l
采用拉 氏乘子法

,

以静水压力作为拉氏乘子 ; 将不可 压 约束引入列

式工作
.

人们较早地认识到
,

速度和压力近似试解必须满足一定的一 致 性 条 件
, 即 BB 条

件
‘“」‘。’,

才能使解答收敛
、

稳定
.

不幸的是
, ‘

许多简单
、

自然的单元
, 如采用等阶插值 的单

元 ,
并不能满足 B B 条件

,

从 而导致伪压力模式
‘7 ’.

虽然也还有一些收敛的单元
,

但它们在

实施时
,

并不方便
.

减缩积分
一

罚函数法‘“, 汇。, , 采用外罚函数法来处理不可压缩约雨
, 并引用减 缩 积分来计

算罚项
,

以求避免
“

自锁
” .

该方法的突出优点是能在单元一级消去压力
, 代 而 使动量平衡

与连续方程脱离藕合
,

使有限元方程系统得以缩减
.

为了保证解答收敛和稳定
,
速度与相关

的压力空间仍需满足B B条件
.

根据文〔1 0 」〔1 1」厂12 」
,

许多单元是不稳定的
.

为了保证稳定性
,

人们不得不进一步降低减缩积分的阶次
.

由此招致的过份数值积分误 差
,

又破坏了解答的精
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度和收敛速率
.

杂交有限元法
〔‘”’t’‘’, 同样地以压力作为拉氏乘子

,
藉以引入 不 可 压 缩约束

.

与此 同

时
,

又令偏应力张量和静水压力
“

事先
”

满足线动量平衡约束
.

研究表明
,

该方法能够提供

良好的速度解和压力解
.

然而
, 由于不可压约束的非藕合特性

,

仍 然 无 法避免节点速度和

(在单元 内任意变化的 ) 压力场之常数项
,

同时作为方程系统的求解未知量的局面
.

本文采用摄动连续方程代替非藕合的不可压约束
,

建议了一种用 于分析St
o kes 流动的罚

-

杂交变分原理
.

其中
, 偏应力张量和压力满足线动量平衡

.

在由此建立的有限元模型 中
,
完

全可 以在单元一级消去压力
,

_

仅 以节点速度作为方程系统的求解未知量
.

推导了几种4
一

节点

和 8 一节点单元
.

最后通过数值算例
, 显示了单元特性

.

二
、

S to k e s流动与分析

令口表示R ‘中的一个有界开区域
, d 是空间维数

.

口的边界由a口表示
,
并假设 是分片光

滑的
.

进一步假设将。口分成两个不 相交的子 区域S
。

和S
。 .

则 Sto kes 流动方程与 边界条件是

丫
·

, 一 , p + p 户二 。 。内 (2
.

1)

甘
·

“ = o 口内 (2
.

2 )

O二 (“ , + V “ )/ 2 口内 (2
.

3 )

叮 , 一Pl+ 0 ‘, ‘
0 ,
= 2料D (2

.

4 )

” , 云 S
。

上
.

(2
.

5)

T 二 T 又上 (2
.

6 )

式中
, u 是速度矢量

, 丫是偏应力张量
, 口是C a 。

比y应力张量
, P是静水压力

, O是应变率张

量
, :

p 是质量密度 , 叮是S
。

上的指定速度
,

了是凡上的指定面力
,
户是单位质量体积力

, 拼是

流体粘度
,
甘是H a m il to n

算子
.

将区域口离散成有限数 目的有限单元
,

即

口 = E 口 .

并定义如下的容许空间

F
。
= {u 〔(H

‘

(口))
‘, “于 0在S

。

上}

犷二 {“( (H
,
(口))

‘ , a = 五在S
。

上 }

X 二 戎P〔刀(口)}

则 Sto k e s问题在广义函数意义下等价子泛函J在线性子空间 V
,

上的极值问题
:

J
:
厂、 R ;

J( u )=
_ 。。

:
。d。一〔

。灵
·

u d 。

曰‘ J 口‘

.

!
JJ

/‘、、
胡

兄.,

一 { , 、外
J S 口份

(2
.

7 )

厂
,

二互u 〔犷
,

v. u = 0在g 内}

如果采用拉氏乘子法来放松不可压约束
,
则St ok

e s问题可表示为拉 氏泛函L的鞍点问题
:
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L
:
F x X ” R ;

L( u, P) == J( u) 一 艺
七一 l

f , (,

J g 自

·

林)d日 (2
.

8 )

此即速度
一

压力列式的变分基础
.

另一种放松不可压约束的方法
,

是在 J中附加一个凸灼
、

可微的罚项

“丁(“卜鑫几
。

鑫
(, 一)

忍d“

以建立无约束极小化问题
.

这样
,

便产生加 罚泛函
:

J
。 :

: 。 * ;
,

。

(。 )一 , (u )+
艺{

_

{
n

(,
.

。 )
2
、。

希一 ! J 石才

“
‘

(2
.

9 )

其极值点由下式表征
:

“
·

。。 ;
一

鑫<{
。。

誓(
“。

, + , 一 ,
:
(· , + , 。 , ““

.

r l
, _

_ _ 。 、 , _ _
_ 、 ,

。、

十 I
。

LV
’

“
’

) 气可
·

岁 )a 。甘Z
J g 自 。

粼I
。笋 vd 。 + { 手 * 外 v、 :

幻‘ J S
o 自

(2

在有限元计算时
, 若对罚项采用减缩积分

,

则导致非常流行 的选择性
.

减 缩 积 分
一

罚 函

(SR IP法 )
.

.

10 )

数法

采用所谓的摄动L ag
r a n

ge 列式
,

也能达到同样结果
.

摄动泛函定义为

‘
·

(“
,

P) 一‘(“
,

P) 一

鑫兄
、

沪
“

(2
.

1 1)

其鞍点 (u.
.

Pa ) 由如下系统刻划

到{ 廿
(。

,

, + , u 。

)
:
(v , + ; 。)。。一 (

_

,
·

(,
·

。 )、。)
日自 ‘ J g

“一

细
。。。 , 一胡+

几
。 T 一娜“

犷
。

(2
.

12 )

兰
r

乙 l
_

(
“P

.

+ 甘
·

“
.

)a d日 = o 丫 a〔X
介一 I J 幻‘

(2
.

‘

1 3 )

由(2
.

13 )式有

1
, _ ‘ _ . 、

p
’

= 一三气v
‘

“
’

) (2
.

1 4 )
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代入 (2
.

1 2)式
,
可得到(2

.

10)式
,

在S R IP法中
,
当

。
, o时

,

(。
‘ ,

Pa )收敛子拉 氏泛函(2
.

5) 的鞍点
「”’

.

此时
,
为得到稳定

的收敛解
,

需满足离散的B B条件
.

事实上
,
文〔10 」

,

【工l〕
,

〔12 〕证明了许多单元是不稳定的
,

导致压力近似解发生严重振荡
.

在极富吸引力的杂交有限元认 冲
〔’3 ’〔’咯’,

S to k e s
方程的弱解定义

,

为余能泛函C 朴的稳定点

。二
, _ ,

,
、

二 / f
、

1 ‘ ,
_

_ ,

。
,

「 , ~ 沁
七

”

气“
‘

,

’
,

竹’一台、一 j二
4。 。

’

‘“ ““十 J。。
。J ‘

训
“

一 ( 个训外
J S 口自

(2
.

1 5 )

其中
,
(丫

,

P) 事先满足线动量平衡(2
二
1)

.

研究表明
,

杂交有限元法能得到具有良好精度的

速度和压力解
.

但由于不可压约束的非祸合特性
,
作为拉氏乘子的压力不能从列式中消去

,

使得最后 的有限元方程系统以节点速度和在单元内任意变化压力场中的常数项作为求解未知

量
.

为改变这种状况
,
参照摄动L ag r 尽n g e列式 ,

用一个小参数
。
乘 以 压 力 来 对 连续方程

(2
.

2 )进行摄动

eP + V
·

“ , 0
·

(2
.

16 )

其中
, 。> 0 ,

·

。《1. 可以把这种摄动看作为轻度人工可压缩性的引入
.

由此
,
我们建议一种

罚
一

杂交变分泛函
:

万
_ _

几 (“
‘,

,
,

“ , 一石<
一

从
一

;洲
: “‘

“+

元
。

扮
(“ , + , “, ““

一f P( v
·

哟切一 { 要Pzd
。一 { 乞ud 外

J幻* J D h ‘ J凡几 必“
(2

.

1 7)

对于容许速度场u 〔厂和容许偏应力场尸及压力场P

—
即事先满足线动量平衡

,

由H 益的驻值

条件
,
可得到E 。一e r

一
L a g r a n ‘e方程(2

. ‘

3 )
,

(2
.

e)
,

单元间面力相抵条俘
T (+ , + T (一 , 二 O (2

.

18 )

以及摄动连续方程(2
.

1 6)
.

由于摄动连续方程的祸合特性
, 压力可以被消去

,

从 而有限元方

程将仅以速度作为求解未知量
.

在罚
一

杂交有限元法中
,
单元内的压力场可表示为

p 二 p , + P’
·

(2
.

19 )

其中
, P。是任意常数

,
厂由偏应力场丫通过线动量平衡方程确定

.

值得注意的是
,

与其它列

式不同
,

尽管在每个单元内压力的近似函数可以是一个适 当阶的多项式
,
但 在 B B 条件中只

需考虑单元内压力的常数项
, 不存在对压力的自由度的限制

〔‘”, ,

这是本方 法成功 的一个关

键
.

三
、

有 限 元 列 式

定义有限元近似函数
,
便可求解相应的离散问题

.

由此
,

用(6 x l) 矢 量 。补 表示对称偏
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应力张量o, ,
并在单元 内假设

o 铃 = A (允)p 尤〔习。
’

(3
.

1)

式中
,

A (尤)为插值函数矩阵
,

p为待定参数
.

进一步可将压力表示 为

p = 九 ,+ 入(x )p
‘

(3
.

2)

而在单元内假设速度场

“= N q
·

(3
.

3 )

式中
,
N 是形函数矩 阵

, q 是节点速度
.

将(3
.

1)
,

(3
.

2 )
,

(3
.

3 )式代入泛函H抓o,
,

p
,

u )
,

有

H : (,
,

, 一 q卜鑫<
一

委
,

7
(。 + ·

。
·
) , + ,

·

e 。一 , * s 。

一

咨
p ‘“

。一 。, , G ,

。一 , ·
Q

l

) (3
.

4 )

式中
,

矩阵H
,
月气 G

,

G 气 S
,

Q
,
分别定义如下

甲H p=

p
, G q一

P , S q =

;
; ·‘ : ·‘

“
,

”
r
H

·

卜J
二*

(p
,

,
2
““

-

;一
(U , + , “ , d“一

{
。 *p

‘

(, 一 ,““

p ·
(,

·

u , d“
, p , G ·

“一J
。 , , ,

‘
d“ 一

(3
.

5 )

q ,
Q

l 一 !
_

了
.

u d s , A , = f d 。

J 万
, 自 J幻扁

马
.

习
.

9

广...Jr..J
护...
.
.

由于单元间的P。 ,
日相互独立

,
故由H 吞关于P。 ,

日的驻值条件
,

可得到

p

一 :‘
。

日= 百
一 ‘
吞q

(3
.

6)

(3
.

7 )

这里
,

。一。 + 召

(H一二
。 。二G ·

)
,

。一“ +
一

支
, G 二”

飞
: 一二

、
一

(
e G ,

。一 。+ s )

i
(3

.

8 )

戈。

将 (3
.

6 )
,

(3
.

7 )代回(3
.

4 )
,

最后可得到仅以节点速度作为求解未知量的有限元矩阵方程

K
, q . = Q ,

(3
.

9 )

这里
,
右上标

二
表示组装后的矩阵或矢量

.

单元矩阵K
e

为

价二承百
一 ‘

吞+ ‘ 毛 , s

己 “, 今

(3
.

1 0 )

注意到
“
为一充分小的参数

,

故在 计算单元矩阵K
‘

时
,

可略去豆矩阵中与
“相乘的项

, .

从

而得 到蜕化的单元矩阵
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K
e = K

, + K
-

K , == 吞
, H

一冬吞 粘性赞

( 3
.

11 )

K
,

S T S 罚项

令Q、
为容许速度空 间犷 (。 , ) 的有限维子空间

,
其维数为

, .

定义 Q。的子空间

Q孟= {“。〔Q , : S q = 0卜,
Q言= {“。〔Q

。:
G q 二 0}

及它们的交

Q节= Q盆n Q 孟

空间口贯的元素称为机动模式
。

显然
,
有

d i m Q飞= ( 。一 1 )

di m o 篇》l, l为刚体模式数 目

di m o 贯》1
.

易见
,
为使单元足秩

, 不至含有多余机动模式
, 即

R a n kK
‘ = (

n 一l)

必须有

d i m Q岔二l

由( 3
.

12 ) , ( 3
.

13 )式可知 , 必要条件为

d i m Q孟( l+ 1

亦即

R a n k G 》”一 l一 1

由于G 为m x ”矩阵 (m 是偏应力参数个数)
,

故单元 足秩的必要条件为

m > n 一 l一 1 一

另一方面
,
可 以看出

,

现在对罚项不需采用减缩积分
,

K
,

矩 阵的秩永远为 1
.

入的约束只有一个
, 即

(3
.

12 )

( 3
.

1 3 )

( 3
.

14 )

( 3
.

15 )

( 3
.

16 )

(3
.

17 )

(3
.

15 )

( 3
.

19 )

由罚项引

{
。 ( v

·

“ , d“一“ ( 3
.

2 0 )

但单元内压力的近似函数可以是一个任意阶的多项式
.

而在减缩积分
一

罚函 数 法 中
,
为减少

由罚项引入的约束数目
, 以避免

“

自锁
” ,

需对罚项采用减缩积分
, 缩减相应的压力空间的

维数二 若采用足够低阶的数值积分
,

可使某些单元满 足 BB 条件
,
但过份的积分误差

,
却损

坏了解的精度和收敛率
.

下面
,

推导几种4
一

节点和8 一

节点四边形单元
.

考虑二阶完备的偏应力场

J 二= 刀
: + 刀

: x + 刀
a g + 风却 + 夕

。劣名+ 刀
。9 2

a 二二刀
:
+ 刀

。二 + 刀
.夕+ 刀

:声, + 刀
: : 二 z + 刀

, : , 么

J 婆, == 刀
: 。+ 刀

, ‘劣 + 刀
: 。夕+ 刀

: 。二y+ 刀
, , x ,

+ 刀
: 。夕2 } ( 3

.

2 1 )

4
一

节点单元的速度近似函数在自然坐标系下是双线性的
.

假设偏应力场o’ 仅含线性项
,

同时在 (3
.

2 1 )中令刀, , 一刀
: 。,
刀
。, 一刀

, ‘,
便形成单元尸厅4

一 1的偏应力场
·

若仅 从避免多余

机动模式出发
, 则只需5个刀项

,

即在尸H 4
一

i的偏应 力场 中进一步 令 刀
: 。二几

‘二。, 由此得到

单元尸万4
一
2

.

-

在8
一

节点单元中
,
速度近似采用 S e r e n d iPi ty 插值函数

.

单元尸H S
一

1
厂

的偏应力场假设引
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用(3
.

21 )式
, 只是令几

。= 风
,

刀
: , 二几

。 .

这与文【13 〕中单元 OP QS万8的偏应力假 设相 同
.

应

当指出
,

该单元含有三个多余机动模式 (SK M )
:

u 二a ,

(戈
2 + 夕2

)+ a s劣 2夕, v 二 a :
(二

名+ 夕
2

)一a o x 夕争 (3
.

2 2 )

其中
, SK M(1)

, S KM (2 )是兼容的
,

而SK M (3 )非兼容
.

由于兼容S K M 的存在
,

当扩展用

于求解N a vi e卜 S to ke
s方程时

,

单元不能工作
.

为消去两个兼容模式 SK M (l ), S K M (2 )
,

我们引入两个高阶刀项
:

a 二一刀:二。
, , 。 ;一刀: 二

2。, 。二. 一一巴刀:
。。一圣夕:

二“, ,
‘

一 。

为 0 0

(3
.

2 3 )

如此建立的单元尸万8
一 2尽管仍含有非兼容模式S K M(3)

,
但在 Z x 尸H S 一 2的组合 一级

,

却可

以做到合理的足秩
.

然而
, 由于在偏应力假设中

, a 二
,

时 与a 二, 藕合
,

故H 矩阵的求逆工作

较费机时
.

若仅为了抑制多余机动模式
,

可放松对高阶偏应力项满足平衡条件的要求
,

从而

有
a 二~ 口贯义g

名, a 奋~ 刀璧二
2 9 , a 二, ~ 0

,
p
‘

~ 0

在尸H S 一
1的偏应力场及压力的基础上

,

计及 (3
.

2 4 )
, 则可以得到单元尸万 8 一 3

.

(3
.

2 4)

四
、

数 值 算 例

空腔流动

为评估单元的稳定性
,

考虑著名的空腔流动
,
单元网格及边界 条件 示 于 图 1

.

我们发

现
, 4 一

节点单元尸H 4
一
l , 尸H 遵

一
2导致不稳定的压力解

; 而 8 一

节点单元 尸H S 一
1

, 一 2 , 一 3是稳

定的
.

A
一

A 截面上的压力分布示于图2
.

很清楚
, 计算的压力是平滑的

,
并不振荡

.

图2还给

一工0
.

0

圈1 单元网格和边界条件 圈Z A一A截面的压力分布

出了8 一节点S R IP单元得到的结果
, 以 兹对比

.

C o u e tte流动

采用4
一

节点和 8 一

节点单元模拟O 。
既tt e 流动得到的速度剖面显示在图 3 中

.

对于无量纲压力梯度尸
,

当尸> 0时
,
速度在整个流域保持为正

,

而 当 尸< o 时 ,

开始
,

可产生回流
.

可以看出
,

则从固壁处
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尸二 一 5 尸二 O

尸七 4
.

1 7

lllll

)))

洲洲
入入

一一一 . . . 巴二二二二二二二二二二
一一一一

’

〕〕「「
‘

/
_

___

rrr . ‘ ~ 如州州口口... ‘ }}}

比一一}}}
___

红红 l
··

产卜一一一
广广 . . ‘玉吮二二亡亡

二
叮 一一. 1 ‘

口声,,

)))))))) 叮 ⋯⋯沂沂

阵
叭

”= O
, 刀二O

一 解析解 ; 。 尸H 4 一 1
一

2 .
尸H S 一1 , 一2 , 一 3

圈3 C Ou ette流动模拟结果

Po ise u ille流动

考察了规则与非规则网格两种情形
.

l即

圈 4 Po ise 。川 e流
:

单元网格及边界条件

边界条件及网格划分示于图4 ,
‘

讨
一

算结果示 于图5
.

一解析解

尸H 合一卫
,

一2
,

一 3

P H 4一 1
,

一2

\

一一
。

. .

⋯ _
_

一一曳竺
0

.

2 6 0
.

5 0 0
.

75 1
.

0。 2 5 Q
.

so ‘
.

75 2
.

00

(a )速度解 (b) 压力解

. 5 p o l梦
“川e 流动摸拟的计算给果

我们发现
,
有限元解对单元几何歪斜

,

并不敏感
.

平面滑动轴承问题

这是一个高压力梯度问题
.

文〔1 6」给出了解析解
,
图6(

a
)给出了边界条件及单元网格

.

采

用 8
一

节点单元计算得到的压力解示于图6 (b)
.

显然
,

数值解与解析解一致地符合
.

五
、

结 语

本文建议了一种用于分析 st
o
ke

s 流动的罚
一

杂交变分原理
,

建立了相应 的有限元 模型
.

其中
, 压力可在单元一毅被消去

,

使得有限元方程系统仅以节点速度作为求解未知量
.

这对

于非线性问题
,

例如 N a vi o r 一 S to kes 方程和非牛顿流动
, 更为重要

‘

在本文推导的几种单元

中
, 当解光滑时

,
’

4 一

节点单元尸H 、
一
1

, 一2能给出良好的速度和 压 力 解
.

而 当解不光滑时
,

导致不精确的压力解
.

另一方面
, 8

一

节点单元尸H S 一 2
, 一

3在光滑解与非光滑解等两种情形
,



S to kes 流动的罚
一

杂交有限元分析 基李后

压力 K 10

主
.

6

、

广\
五乞

氏

、
、
告

U

厂产入
/ 入

黔
,

,

_ 。
,

一

{
‘

尸人夕

0
.

1 8

L
0

.

3 6

(a) 单元网格及边界条件

圈6 平面滑动轴承问且

(b)压力解

均产生良好的压力和速度解
,

并可用于N n
一

越e卜st o k o s流动分析工作
.

而文 rl3」的同类单元
,

当R 6
> 15 0时

,

已出现计算不稳定性
.
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