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摘 要

本文提出了一组复应力函缈
,

采用边界配位方法对不同形状孔口 (包括国
、

椭圆
、

矩形及菱

形孔口) 的单边裂纹平板的应力强度因子进行了计算
.

计算结果表明
,

对长度和宽度远大于孔口

和裂纹几何尺寸的试件
,

配位法与用其他方法所得的无限大板含圆或椭圆孔边裂纹问题的解符合

得很好
.

同时
,

对其他孔口问题
,

特别是有限大板情形
,

本文给出了一系列计算结果
.

本文所提

出的函数及计算过程可以应用于任意形状孔口单边裂纹平板的计算
.

一
、

引 言

在工程结构 中
, 由于孔 口引起的应力集中

,

裂纹常常由此产生而发展
.

同时 , 工程实际

中为防止裂纹的进一步扩展
, 常在裂纹端点钻孔止裂

.

因此
, 孔边裂纹的研究对工程实际具

有一定的意义
.

孔边裂纹的分析可 以采用解析方法和数值方法两条途径
.

例 如
, 圆孔单边裂纹问题 曾用

不 同方法研究过
,

其 中包括 B o w ie 〔‘’采 用 的 保 角 变 换 方 法
, T w e e d 和 R 。。ke[ 2 ,采用的

M e llin 变换技术
, R o bin s te i止 和 S a d e g h【”采用的位错密度分布函数的方法

.

对 于椭 圆孔

单边裂纹问题
,

Be
r e z h成 t sk ii 〔” ’采用积分方程的方法研究过

.

在这些解法中 ‘ 他们都是 讨

论 的无限大板问题
.

而且对于不 同形 状的孔口裂纹问题
,
变换函数及求解方法一 般 并 不 相

同
.

作为最普遍应用的一种数值方法
-

一有限元法
, 可以用来求解不 同的孔边裂纹问题

.

但

由 于孔 [:l 及裂纹尖端附近的应力集中
,

往往在这些区域要细分网格
,

从而使计算准备工作和

计算时间增大
,
而计算精度往往并不理想

.

边界配位法是计算应力强度因子 的一种有效方法
, 其关键在于假 设恰当的应力函数

.

采

用 W il lia o s 应力函数 , G r o ss
等人计算了单边裂纹拉伸试件

, 三点弯曲试件等一 系 列 问

题的应力强度因子
‘毛一 。’.

采用 K o bay as hi 等提 出的复应力函数
,
中心裂纹拉伸

,

斜裂纹 拉

.

薛大为推荐
.
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伸
, 孔边两条裂纹拉伸等一系列有限大板的应力强度因子计算得到了满意的结果

‘’‘ “’.

边界

配位法计算过程简便
,
精度较高

,
特别适合于有限大板

.

本文提出了一组复应为函数
, 用边界配位法计算不 同的孔口 单边裂纹 问题

,
在工程实际

中有一定的意义
.

二
、

计 算
_

公 式

按照 M u sk h e lis h v ili 的弹性力学的复变函数理论 “ 。’,

题的应力和 位移分量可以由复变解析函数价份)
, 。(习决定

:
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, + 1,
.

+ C , (在L , 上)

这里C , 对于每一条围道L 了来说
, 是某一常数

.

合力分量了
,

和,
, 由下列积分式决定

:

(2
.
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f一if
f = l (X

一
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一

)d
s
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.
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户 Z

、

,

式中 石 , 是在L , 上某一选定的点
, X

。 , Y
。

是在任意边界点
:
的应力分量

.

考察如图 1 所示的含孔边裂纹平板
,
外边界承受任意载荷

.

为简单起见
,
假设孔和裂纹

口/
/
产

/

夕日己协‘诊。l
表面无载荷作用

.

根据裂纹尖端点附近 应力的

奇异性渍和裂纹表面无载荷作用的特点
,
复应

力函数可假设为以下形 式
:
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图 1 任定孔口单边砚故平振
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上式中 a 是从坐标原点到裂纹尖端的距离
, 即等效裂纹长度

;
M和 N 是正整数 ,

待定系数
,
在一般情形为复数

.

由(2
.

6 )
,

(2
.

7 )式
,

可得

6 2 7

E . 和 F . 是

小(幻 = 艺
E *

、菜三
。
) : “一 (‘一 o

.

5 )a 〕+ 乙 F , k : 卜’
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合力边界条件(2
.
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一}
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(在 L , 上)

对于边界上每一个给定点
,
了

二

和 了
,
可 由(2

.

5 )式确定
, 由(2

.

的式得到两个含未知系数

召。, F 。和未知常数 C ,
的线性方程

.

如果在边界上取L个点
, 则可得到 2 x L 个方程的线性方

程组
.

在内
、

外边界分别选一基准点
,
将各个边界上其他点对应的方程两边减去基准点方程

的两边
,
从而可将C , 消去

.

所得方程组连同位移单值条件(2
.

3)式可用以确定E 。和F 二 如果

方程数与未知数相等
,

则待定系数可唯一确定
.

通常为得到更好的效果
, 可选取较多的边界

点
,
用最小二乘法确定这些未知系数

.

当E 。 , F 。
确定以后

, 函数中(目可 由(2
.

5) 式计算
.

据据应力强度因子公式
‘’‘’

K l一‘Kl 一溉〔2材
一

玄武活二d)--
一

《目〕 (2. ‘0)

可以确定K l和K
, .

将(2
.

5) 式代入上式
,
得

K : 一 iK
: ‘ 斌 恋菇

一

乙 E o a 含一 。
·
”

(2
.

11)
介. 一 N

三
、

圆孔边裂纹 I型问题

为了和有关结果进行比较
,

首先考虑如图 2 所示矩形平板中含圆孔单边裂纹的单向拉伸

问题
.

由于对称性
,
可取其一半进行计算

,
且位移单值条件(2

.

3 )式 自动满足
.

配点取 于 圆

孔边界和平板的外边界
,
点的分布可循某一规律

.

在 以下计算中
, 配点在每条边界等距离配

置 ,
如图 3 所示

.

( 1 ) 模拟无限大板

为和无限大板计算结果进行比较
, 取图 2 中板长2h 和板宽26远木于圆孔半径

r 及裂纹长

度l
,

有关数据如下
.
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板的半长和半宽 h“b == 1

孔的半径
r 二 0

.

0 1

各段边界配点数目 N , = 36

N Z == N
。
= N

.
“ 3 0

应力函数级数项数 M ~ N = 20

对于图 2 所示 I型断裂问题
, 应力函数的

系数 E 。 , F
*

为实数
.

如将应力强度因子K l表

凡 + 从

} !

Nl + 从 + 2

灿 + 3

八、十凡 十 凡 十

曲创
N 十 夕

圈2 口孔单边裂故的矩形平板 田3

示为

K l二 y口斌 元
a (3

.

1)

则其 系数y为

y = 兄 以 Z E ‘合一 ’
/ “ (3

.

2)
含. ~ 万

对于不同的裂纹长度与圆孔半径之比
, l/r 和不同的板宽与有效裂纹长度之比

, b /a
, 由

(3
.

2) 式所得犷值与 R u bi ns te in 等人用位错密度分布 函数的方法所得无限大板计算 结 果 进

行对比并列于表 1 和表2
.

由表 l 可见
, 对于不 同长度的裂纹

, 用两种方法所得的结果 都 符

合得很好
.

由表 2 可见
, 当 b /a 增加时 , 配位法的计算值逐渐趋近 于 R u b谊 s te in 等的无限

大板计算结果
.
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( 2 ) 有限尺寸影响

边界配位法适用于解各种有限尺寸平板问题
.

为了考察有限尺寸的影响
,
对不同有效裂

纹长度与宽度之比
,

a/ b
,

和不同裂纹长度与圆孔半径之比
, l/r

,

的应力强度因子进行了 计
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b / a 比值变化对应力强度因子系数y 的形晌
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在第一种情形
,

I/r 保持不变
,

a/ b从 1八
.

5变到1 / 6 ,
在第二种情形

,
a/ 合保持不变

, l/r

从 0
.

01 变到6
.

计算结果示于图 4 和 图 5
.

由图 4 可见
, 对于每一个给定 a/ b 比值

, 当l/r 开始增加时
, 应力强度因子值在开始时上

升得很快犷 当到达某一最大值后逐渐下降
;
随着l/r 的增大

,
趋于某一稳定值

.

该稳定值对应

仅含中心裂纹的拉伸平板情形
.

当试件长度和宽度远大于有效裂纹长度
, 即 a/ b 值较小时

,

例如
。
/b = 1 / 6 , 图 4 中对应的 曲线与文献〔1 2〕中图 10 7的无限大板的结果接近

.

图 5 表明
, 当I/r 一定时

, 随肴a/ b比值的减少
,
应力强度因子值也不断减少

.

在无限大

板情形
, a / b , o ,

所对应的应力强度因子值应比有限大板情形小
.

‘阵1!
叭月
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一
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岁

图 4 I/ r 比值对有限大板应力强度因子系数Y 的影晌 甲5 a

/b 比值对有限大板应力强度因子

系教Y的影 .

( 3 ) 收敛性讨论

为了分析用配位法计算孔边裂纹问题的收敛性
, 采用不同的边界配点数和不 同的级数项

数进行计算
.

在所有讨论收敛性的计算中
, 取 b二 h二 1

, r 二l= 0
.

1. 分别改变正幕次级数的

项数
,
负幂次级数的项数

, 孔边配点数和外边界配点数
, 计算结果 示 于 图 6、图9

.

由图可

见
,

当项数或配点数大于某一数值时
, 计算结果是稳定的

, 并且具有较好的精度
,
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圈e 正布次级数项数盯与应力强度因子

系救Y 的关系

图了 负寨次级数项数刀 与应力强度因

子系橄Y 的关系

图 8 孔边况点数N
:

与应力强度因子系橄Y 的关系
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与应力强度因子系教Y的关系

四
、

不同形状孔口边裂纹问题

上述计算过程容易用来计算任意形状的孔口 边裂纹问题
,
如在工程实际中常见的椭圆

、

矩形
、

菱形孔的边裂纹情形
, .

下面分别介绍其计算结果
.

( 1 ) 椭回孔口边裂纹问题

如图 10 所示
,
一承受拉伸的有限大板含有椭圆孔 口边裂纹

.

对无限大板情形
, B e re : h n 卜
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ts ki i 用积分方程法得到了应力强度因子的计算结果
〔‘3 , ‘弓j

.

为了与其结果进行对比
,

选取参数

“=
一

云干刁
一 (4

.

1)

式中有关尺寸
a , d 如图10 所示

.

应力强度因子 K
:
可表示为

K : 二 a斌 二J F :
(

; ,
c/ d )

s 和 c
/ d 的函数

:

当 c
/ d ” 。时

,

该问题简化为中心裂纹问题
, 裂纹 长度为

a + Zd
.

子计算公式
,

可得

(4
.

2 )

按无限大板应力强度因

K
: “ 。斌a/ 2 + d (4

.

3 )

如采用(4
.

2) 式的表示形式

F I

, 则应力强度因子系数为
:

二斌1 / 2 + d /a

对于三种不同形 状的椭圆孔情形
,
采用边界配置法所得到的F l与 ;

n 所示
.

计算 中取试件尺寸为
:

h“ b“ 1
,

椭圆 水平半轴长度 d = 0
.

01 ,

(4
.

4 )

之间关系的曲线如图

两半轴之比 为 c/ d
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田 10 材回孔单边裂纹的矩形平板
,

圈 11 椭圈孔边裂纹板的F l与 ￡和c/ d之间的关系

= 1 / 3 ,
1 , 3

。

考虑到试件的几何尺寸比椭圆孔 口及其边裂纹尺寸大得 多
, 故可近似看作无 限 大 板 情

形
.

将 图n 与文献〔1 4〕中根据 B ”r
ez h n it sk ii 的结果所绘的图形相比

,

它们之间符 合 得 较

好
.

仅当
;
很小时

, 即边裂纹很短的情形
, 它们之间才有一定的差别

.

由( 4
.

4 )式可见
, 当 d /a , O时

, F : , l/ 斌 2
一

二 0
.

7 0 7 1
。

这对应
s ” l即中心裂 纹的情形

.

对椭圆孔口 边裂纹平板来说
, 当“” 1时

, 裂纹长度远比椭圆孔的几何尺 寸大
,
所以孔 口的形

状对裂纹尖端处的应力强度因子影响甚微
,

这时 F : 应 趋于极限值
—

0
.

7 0 7 1
.

图 n 反映了

这种趋势
.

( 2 ) 矩形孔口边裂纹问题

如图12 所示
,

一受拉伸平板含有一条矩形孔边裂纹
.

形孔 口的半宽为d = 0
.

01 ; 孔 口长宽之比为
.

c/ d = 1 / 4,

板的半长和半 宽为
: h= b“ 1 ; 矩

1 ,
2

。
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取不 同的裂纹长度
,

对应由(4
.

1) 式算得的不同
￡值 , 应力强度因子系数 F : 的值可用边

界配位法算出
.

其关 系曲线示于图1 3
.

由图可见 , 当s> 0
.

3时 , 不 同尺寸孔口所算得的尸
:
值

相差不多
,
特别是当

: 。 1时
,

F l
都趋于1/ M 2 这一数值

.

这是 由于应力强度因子是反映裂纹

尖端应力场的一个特征量
.

当裂纹长度比孔 口 几何尺寸大得多时
,

根据圣维南原理
, 孔 口 的

影响
一

可以忽略不计
.

( 3 ) 夔形孔口边裂纹问题

如图 14 所示 ,
一受拉伸平板含有一条菱形孔边裂纹

.

平板的半长和半 宽 为
:

h“b = 1;

菱形一条对角线半长 d = 0
.

01 ;
菱形一内角 2刀二叫

。 ,

45
。 , 。

。 .

对应2刀二90
’

的情形
,
菱形

为正方形 ; 当 2刀= o
’

时 , 这是一条裂纹的情形
.

对应不同的裂纹长度
, 由计算结果所 画 出

的F :、s关系曲线示于图 1 5
.

由图15 可见
,
对应不 同形状菱形孔口的曲线都很接近

,
特别是对于 2刀二 o

’

和 45
。

两种情

形 , 两条裂线几乎重合
.

这与前面研究过的矩形孔口边裂纹情形有所不 同
.

在矩形孔口平板

中
, 矩形角点也将产生应力集中

.

对于右半边平板而言
,
除裂纹尖端点外

,
还有两个矩形角

点的应力奇 异点
.

特别是当裂纹长度较短时
,
这些应力奇异点附近 的应力场将会互相产生较

大的影响
,
从而使总的应力分布变得更为复杂了

.

在菱形孔日 边裂纹情形 中
,

对于右半边平

- - 一 ‘厂刁二 0
.
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圈12 矩形孔单边裂纹的矩形平板

板而言 ,
应力集中仅在裂纹尖端形成

,

并与中心裂纹情形比较接近
。

了一气广犷
一石了了一一布 一

~ ~ ~

~

一
~ ~ 碑

一~ 月一叼. 户 ~ .
.

月一 -
、~~ ~

.
r

. ~

一
曰. 阳

4 (J 5 0 6 0 宁 O R 认 9

图13 矩形孔边裂故板的 F l与s和c/ d之间的关系

因而孔口 的形状对裂纹尖端处的应力分布影响不大
,

由此可见
, 对于菱形孔 口边裂纹问题

, 当 2刀不 大时
,
可 以用中心裂纹板的结果进行近

似计算
。

五
、

结 论

1
.

本文提出了一组复应力函数
, 它适合于用边界配位法解不 同形状的孔口 边 裂 纹 问

题
.

本文所算的例子虽然都是 I 型断裂情形
, 如果进一步考虑位移单值条件

, 不难将该复应

力函数及计算过程推广到复合型问题
.
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2
.

本文计算的圆孔和椭圆孔边裂纹问题
, 其结果与用其他方法所得的无限大板结果是

一致的
, 说明本文所提出的应力 函数和计算过程可以有效地计算计算这一类孔口 边裂纹的应

力强度因子
.

同时
,
本文方法适用 于有限大板的计算

, 以及矩形
、

菱形及其他形状孔口 试件

和载荷的断裂问题
,
这些结果在工程实际中有参考价值

.

3

稳定的
。

4
.

对圆孔边裂纹问题的计算结果表 明
, 采用不 同的配点数和级数项数

, 计算结果都是

边界配位法是一种计算准确
、

方便实用的数值方法
,
其关键在于选择适当的复应力

函数
.

而一旦选择到这样的函数
, 同一类型的许多问题都可能得到解决

.

本文是作者在香港大学学习期间完成的
,
张佑敌教授

、

胡振威博士给予了具体指导和帮

助
,
特此致谢I
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