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摘 要

本文考虑了四阶椭圆型偏微分方程奇异摄动边值问题
,

建立了解及其导数的能量估计
,

并用

L y ut er nl k 一V IS h连方法构造了形式渐近解
.

最后利用能量估计我们得到了渐近展开式余 项的界
.

_ 己l 言,
,

廿 l 移司

1 9 7 1年C
.

肠 m , to c kt ”用双变量展开的方法对矩形区域D 内高阶导数项含小参数的四阶

椭圆型方程的边值问题
:

, 、

少法一乙 .

p . 一扩V 冲(劣
,

夕)十 a 弋劣
,

y 少洛瘫 十 o 欠x , y j
甘 . 、 日夕

璧
、

口功
十 ‘L劣

, y )
一

杯 = 。

(昌忿
一

+ “, )}
二一。(二

,

。)

器{
, 一。(二

,

。)

(为是小于零的常数 )

构造了二次近似的形式渐近解
,
其中厂是矩形区域 D 的边界

, ” 表示厂的内法线
.

但O
.

Go
·

m s to c k 未作出余项估计
.

1 9 7 8 年江福汝
’, ’
利用同样的方法改进了 C

.

C o m s toc k 的 构 造过

程
,
构造了具有任意精度的形式渐近解

,
然而在求形式解的过程中所需要的计算工作量却是

很大的
,
也未给出误差估计的证明

.

在本文中我们用 L y此t e r ni k
一

V is hik 方法ts
’
构造了形式

渐近解
, 并且对一类边值问题利用能量方法给出了余项估计

.

二
、

解 的 先 验 估 计

我们在矩形区域D 二《二
,

的 10 ( 二簇 a , o成g ( 口}内考虑下面的边值问题
:

一
:

‘

, + ·(气。)
弈

+ “(二
,

。)忿婆
+ ·(二

,

。)
器

+ d (二
,

, ),

二f(戈
,

夕) ((二
,

, )( D )

a适
. , , , 、 , , , :

_ _ 、 , , 、
一 。

、

一

履元
一 + 尺p 二 g 气戈

, g ) 火月 = “o n s t久 U ) L、x
,

y )七泥 )

(2
.

1)

(2
.

2)

肠9 7



V ,
价= h(二

,

g )

其中 r 是D 的边界
, ”表示r 的内法线

.

城 刘 国 庆

((劣
,

y)〔厂) (2
.

3)

假设
a
恤

, 夕)) 吞> o , b伽
,

, )> 石) 0 , d加
, 彗)( 0

.

这里 。, 石均为常数
, 函数 a

恤
, 夕)

, b(,
,

夕升 c (牙
,

夕)
, d (二

, 夕)
,
f恤

,

y) 及 夕(劣
, g )

, h(, ,

, )

都是充分光滑函数
,
并且满足一定的相容性条件以保证间题(2

.

1) ~ (2
.

3) 的解在D 内具有四

阶连续导数
.

此外
,
假定 }d 恤

,

夕) !适当大
.

设功是D 内具有四阶连续导数且满足边界条件(2
.

2 )
,
(2

.

3 )的任意函数
, 即 功〔C

4
(D ) 并

满足边界条件(2
.

2 )和 (2
.

3 )
.

对方程(2
.

1) 的两边 同乘 以功并按区域 D积分
, 则有

(一
、

4

, + ·
(二

,

。)
粼

+ ”(X
,

。)号梦
+ ·(二

, v )雪贯
+ d (二

,

, ),
,

, )

其中 (
· ,

·

卜工:{:

二 (f(x
,

夕)
,
功)

“心对y表示“和。
的内积

.

可以证明下面的等式成立
:

(2
.

4 )

(一v 4 ,

‘卜(
。v

:

‘
, e v

Z

, + 。:

I
,

,
·

.

磊
一

v :
, d ·

一

{:
。: ”(“, 一。)((a

,

。)+ (0
,

; ))d 。一

!:
一”(“‘一。, (二

,

“, + (二
, 0 , , d ‘

(2
.

5)
其中记号

X ((二
: ,

g :
)+ (x

: ,

g t
))“ X (二

: ,

g ‘)+ X (二
、,

g :
)

窜实上
,
利用分部积分和边界条件(2

.

2 )
,

(2
.

3 )得到
,

丁:丁尸黔卿、
一

{护分
·

,
!沙

。一

王:丁尸碧
一

黔dx 、

一

{户穿
·

,
!::沙

一

{)
、

2

, 一

言红:沁
十

l:!:
v

叫知、
一

!:
。

分
·

, {:〕:
“。一

{:
“

·

“, ((一。)+ (。
, 。))‘。+

{:
;

·

。((二 。)

丫扩
�口口r o r声

+ (”
,

“) )‘梦+ }
。

}
。
v

’

功
‘

d 戈d g

一

买聆
·

, !:枷
+

丁:l:v
:
‘

·

黔、
r 夕

一{
。
“(‘功一“) ( ( a

,

“) + (”
,

“) )““

同理

a Z
V

,

必
口夕:

’

功““一{:
一

{

.

晶
:

:

‘
、

, {:介
二 +

I:!:
: 、

·

寥“、
口

。
h (‘功一 g ) ( (“

,

刀) + ( ‘
,

0 ) ) d ‘

甘
.

0产..
.

.J
O0尸且.龟.子

故 ( 2
.

5 ) 成立
.

为 了估计 (2
,

5 )右端的第二项 ,
我们 先证明以下几个引理

.

弓!理 1 若价(二
,

刃及其一阶偏导数在D上连续
,
则有



四阶椭圆型方程奇异摄动问题的渐近解 50 9

{:。
,

、、答状。
,

。)“、叮:(
·

言灯“、

(t二 o , a ; o< 6( a )

I:。
二

,

s)d 、汀I沁
二

,

蒯
劣

尔喇:(
一

黝
2

““

(
s = o ,

刀
; o < 0簇刀)

证明

{
翔 口功

a 劣
d 二二价(x

: ,

y)一功(O
,

梦)

这里 O< 气气 0< a
.

由Sch w ar tz 不等式

仃
劣 , 口功
o 口x

瀚)
“

令
1

{:(黑)
2

、

又

叙
, (。

,

, )一 , (二
, ,

。)一

I
劣1 日价
口劣

将上式两边平方
, 利用前面不等式并关于变量g 在〔O

,

刀〕上积分
,
我们有

I
声

,
2
(0

,

。)d 二、2

丁
声,

2

(二
,

; )、。+ Z

f
X I

{
劣 皿

认嚼 )
’
“·、

关于变量为将上面不等式按区间 [ 0
,

内积分得到
·

{:J:
,

2

(。
,

y)d o d 二 :、 2

{:{:
,
·

(二
: ,

, )d ! ; d。+ 2

{:{:
二 :

{
·

、 2

{:{:
, 2
(二

上 ,

。) d 劣
ld 。+ 0

2

{:J:(吕竺)
Z
d 二d。

劣 1

(黔
2

血、
‘ 1

故有

{
尹,

2

(。
,

, )。。、 ; {:{
夕扩(二

,

。)。
。+ 俨

I汀
夕

嘿 )
’
“

响

同理可证另外三个不等式
.

我们 以后记

尸

}}功l
2

H
D(D )

一

{:I必
艺
d 二d 夕

, 、}, }.、
,
(。。一

{:{:[(:竺)
’

+( 黔
’

+

呻“。,

l, 。、
:
(。 )一

{:犯弈)
’
+

(森 )
“

以穿)
‘

+

(黔
2 十

渭 )
‘
+ ,

2

〕“、

引理 2 设功〔C
‘

(D )并且是满足边界条件(2
.

2 )和 (2
.

3) 的任意一个函数
, 则

m 二(
1

乳
:
v训

2

H
o(D )

a 2

, ,

口戈a y
V

Z

必
,

{ H
O(D )

{

护
, ,

}

}{ a。
“ v

“

p
l{

2

H
o
(D )
)

a V
Z

功
日劣

日V
艺

价
a y

‘! 2

《 Iv
‘

功l孙
。
(n )+ c ,

H
.
(D ) H

。
(D )



6 0 0 苏 煌 城 刘 国 庆

+

可
:

[瞪
一

)
2 +

(
一

箭
一

)
“

扮
这里

c :
为正的常数

, 口/山表示沿厂的切向偏导
.

{:{:
(、

落

, )
Z
d 二“。一

{:I:!(买
:
、2

,
)
“ +

(aa;
2
、

2

。)
“

〕
“/ d 。

+

{黔
”

黔
·

’
碧““

一{:{:〔(纂
v

Z

,
)

2
+

(纂
2
v

Z

‘)
“

}
“X “。+ 2

{
夕 口2

V
2

砂
日g 么

声

聆
·

黔婆“如
叮|时

户

I
J

O‘

一

吕 . 口

一

{汀
声

l(品
v

Z

娇)
“
+

(影
:
v

Z

。)
’

l
d X d , + 2

丁
声 a V Z

功 a么h

a二
‘

云y , d g
, 一 O

声 a V Z
必

a劣

日8 V 2
必

日劣口y名
d , d g叮

..时
j

l
.

乃山

一

一

{:{
声

l{纂
v

么

, )
“+

(纂
v

Z

习
’

〕
“·“。+ 2

丁:{丁(黯)
’
“·d ,

一

《
,
篡
功 。Z

v ,
功 I卜尹

口劣口g !
, 一。

d , + Z

J
夕 aV

Z

功
日劣

口
Z
h !

苦· a ,

‘

”刀“

{二
。““

一

{:{:〔(纂
, v

Z

功)
‘

+
(篇

: v
Z

, )
2

〕
d 二d。+ 2

{:{:(钳 )
’
d X d。

一

《黔钳
一

}:加
+

形
一

聆
·

划:加
利用分部积分及引理 1 我们有

癸
一

粼
怀 刀)众卜{

一

孔黔
一

繁帆“, “·

+

势
a

穿
(二

,

叫洲

O�U声

I
J

..
、

l
!

、
!
一

{:分
口V

Z

沪
a夕

(二
,

口)J二

{
+

}言立
口h

a梦

( ( a
,

, ) + (。
,

, ) )
_

}
、

式(
一

霎)
‘

( ,
,

g)d 对 ;
一

{:(
a V Z
功

ay )
’

( 二
,

刀) d %

+

互((毅)
’
+

(豁)
’

)( (
a

,

“, + (”
,

”, ,

、一

{:{
夕

心写
dx “。十

拭俨穿)
’

“
“

+ c :

{
J 刃

O么h 刁h \2
1

,

a :

) ]
a s



四阶橄圆型方程奋异摄动问题的渐近解 6 0 1

这里 cl , c :

为任意常数
.

同理

{{:
一

翼
·

箫
(二

,

0 )d ·

1
、一
I:J:(望)

’

d ·d 。

+

或状(
一

夕
穿)la

·

du+ czjr 〔澄 )
’
+

(韶
一

)
’

孙
.

(
c : , c :

> 0 ,

任意常数 )

1{:
’

穿
·

筹
〔口

,

。)、!
、cl

{丁(
一

。

黔)
’

dx 、

+

或!:丁:(
”

百犷
一

)
’
d ·d 。+ 一

丁
二

(鲁攀)
’
d “ (
一

> ”
,

任意常数’

综合上述各式可以得到引理 2 的结论
.

引理 3 不等式

S
一

S一沪一e产一已
口妇一之
口
九一之

++丁汀:(aax
v Z

, )
’

‘二‘。、

J:J:(晶
v :

, )
’
‘X ‘。、

,一宁
’

口鱼+ e

{}聂
‘ v :
‘{}

呵代塑迎
.

+ ·

隔s--v川

2

H . (D )

2

H
.
(D )

对满足边界条件(2
.

2 )和(2
.

3) 的一切价〔C
‘
(D )成立

.

证明

{:{:聂
:
v

、、、
。一

{:橇
一

v* 、

叫⋯
声

, . 0

d , 一

{:J(
8

百牙 V
.

价

一

{:
一

知协可
, . 0

‘ . 0

、一

仪(
一

晶
v !
‘)

’

、、

由引理 1
.

我们有

aax
v

Z

‘
·

”(二。)d

小
·‘

{:(
a
厂 V l

a劣
, )

‘

(a
,

。)、 +
一

含
:

f
‘:
‘Q

,
, )“

夕0r认
.J.皿万J..,‘‘二.百

《
“二

(
。。

I汀
声

(聂
: 一

v
:

, )
’
d ;
、

.

+

寿I:J: 嵘
一

v :
‘)

’
d 二d ,

)
1 f

卞 l
C I J

口* ‘丈。
,

、)d y

这里 c0
, c :

为任意正常数
.

由不等式

I丁
尸

·

Qd 、、可万
夕 _ _

尸
乙

d 浑dg +
I
f
‘

{
田 J OJ

夕O丫劣 d夕
(。> 0 ) (2

.

6 )

我们有

J: 买
: v协 v

* “小eJ:J
岁/ O艺

_ , ,

\:

戈而
2 一

v
一

, Z
1

u 浑。y宁 万{f(V
,
功)

:

d 戈如
O0

户
...
.,石卫.忆..且..扭

�

若我们取 自

引理 4

,
。,

综合以上各式可证得引理 3
。

满足方程 ( 2
.

1) 及边界条件 ( 2
.

2 )
,

( 2
.

3) 的功有如下的估计

I 日
_ _ 。 ,

口

、
“ 百牙

一

v
.

势
,
“

丽
-

v ’
‘)

+
(
·

命V Z
功

, 口
e 一万二 V
口召
协

+

澄
,

令)



必0全 苏 坦 城 刘 国 庆

粼
,

一

众 )+( 缪
日2

)《
d l

,,f“孙
。
(。)+ “:

“‘“:
H

主
(D )

丫犷Z‘、、

+

+ d
8

I
二

〔(
一

会
一

)
’

+

嘿)
’

+ ‘
:
+

(名了)
’ +

小
这里 价

,
么

,
么 为正的常数

.

证明 对方程(2
.

1) 的两边同乘 以护沪并按区域 D 积分
, 则有 勺.

(一
v ‘

, +
·
(二

,

。)霭诊
+ “(X

,

, )言梦
+ ·

(二
,

。)
霎

+ d (二
. 。),

,

v :
, )

“ (f(劣
,

g )
,

v 名
功)

对上式左端的第一项利用边界条件(2
.

2 )和 (2
.

3 )进行分部积分
,
得到

(2
.

7 )

(一
v

4

,
,

v
Z

,卜(
· ”

分
,

一”

分)
+
(
· a V

“

功

a V Z
功

a劣

·

仁:、
一

《品
v年

ay
. ’

,

1卜 ,
,

n l
_ a x

. , . 甲

(2
.

8 )
P0r

l
J

巴
一

因为

所以
,

声 aV Z
功

a劣

* , _ _
_

_

、 _ ,
_

! 一「声
_

f a _ , 2

、
2 / _

_

八 J
_ _ .

I f岁
: , , _

_ 、 J
. _

‘

“、CL
,

y j“y !、J
。“

、口二 V 尹/ 、“
,

, j“ y 宁去
一

J
. “ 一

、“ ,
, j“ y

r、.,J
份里
‘

‘
‘

!

!{:(
一

晶
一

v :
, )

’

(a
,

。)、{
、

·;

I:J: (
+

打买瞬
v

叮““

a :
V

Z

必
ax l )

’
“二 dy

(
c : > O

,

常数 )

利用引理 2 和引理 3 我们可得

一

{:
一

黔
·

‘(a
,

v)d ,

l
、
eJ

二

{(且梦)
’
+

(且:)
’ + ”:

〕
d ·

+ ·
。, ,、

。
(。 )+ ·

。, l、
:
(。)+ ·

(
。 。

黔
, · “

癸) (2
.

9 )

同理可得
·

。(。
,

。)J。

{
、￡

l无又劣)
“

+

尝
’
+ ‘

2

1
d 名

.

苗
‘.,.与�劣

V�aa声or..,J2
e

了r‘毛

+ ‘
“了“
he(D

) + ·
“‘“
肺

) +

材公
,

:

聆
一

)
一

I:晶
v

:

,
·

“(二
, ·) d X

}
;

、
·

{
:

l心豁)
’ +

曝:)
“ + “:

]
d ·

( 2
.

1 0 )

+ ·“f ,,、
。
、。 ) + · ,‘, !、

:
(。 ) + ·

(
· 。

穿
,
召 a

分) (一
。

,

, )

因此由 ( 2
.

5)
,

( 2
.

的和 (2
.

1 0) 得到 ( 2
.

7 )左端第一项的估计

(一v ‘
,

,

v ·
, ) +

(
· a V Z

功
口笼

。
旦
分

一

)
+
令

口V ,
功

口g

, · a

穿
一

)
、召

J
二

l嚼 )
’ +

漂)
“

+ ‘
“

〕
d ·+ ·

’‘“补
。
( D , + ‘

’价挂”
·
( D ,

( 2
.

1 0 )

等式 ( 2
.

7) 左端的第二
、

三两项可以改写为



四阶椭圆型方程寄异摄动问题的渐迸解

(
·(二

,

。)
黎

+ “(%
,

。)
一

雪罗
,

v
Z

, )
一

(
·
(二

,

v) aZ

功 a Z
功

口劣2 ’

口劣2 .)
+

(
“(“

,

”)

{汀:
(
· + “,

.

一

仃

口2

必
a 戈2

且婆
,

且婆)
+

((
·
(·

,

。)+ 。(·
,

。)
容

,

且婆“、
一

介
十“)
势刽 :朴

(2
.

1 1 )

翼嘿 ((
· + “, a Z

功
a夕2 )

d 二d 。

一

{:
(口+ 6 , 时

.

护功 f
a

f吞 口必
: _ 。““一j

。

J
。 口“ 粼

·十“) :婆“、

一

I黔
+ 。。

一

介
+ 。)

‘

尝
.

口3
功

口劣a夕
2
d 工d 夕

::沙
一

蔗黔粼
·+ “)

穿“、

2
.

苗
口

洛r

酬时奴外ag

一

{:
(
·+ 。

嘿
+

状
(·+ 。)心

a Z

功
口劝夕 :::众

+

群歇
·十“,
黔 d x d y

d 劣d g (2
.

1 2 )

由边界条件得到

介
十。)
势划伽

一

小
十
b)k

·

,
·

黔
‘· ,y , + (”

,

、“”

一

{:
(
· + “)。

· ‘

昌婆
‘(“

,

。, + (。
,

“, , “y

一 (
·十“)

·

“
·

,
一

纷
(。

,

。
(。

,

y))
‘

{:::
一

{:歇
(
· + b). k&)

一

卧
(。

,

功

」 , 。
_ ,
、、 J

_ .

「夕
, _ . L 、 _ 日2

功
, , _

.

八 二 , 八
‘ .

、、、 二
~

r 、V ,
甘j j “沙一 弓 火“ 了

.

口 jg
.

厄“f 戈又“
,
万 / 门

~

、v 心 l / 幼夕
J 0 O y

== (
a + b)

·

kZ
·

功
2

((a
,

刀)+ (a
,

o)+ (o
,

刀)+ (0
,

o))

尸 (a + b )
·

存功g ((a
,

刀)+ (a
,

o)+ (o
,

刀)+ (o
,

o))

一

{: aag
((· + “)“, )

·

且雪
((一。, + (O

,

“, ,““

二 (
·+ 。)。

·

言雪
((一。)+ (。

,

。),
l:::

+

!: aau
((

·+ “)。)
·

且雪
((一 , , + (O

,

“, , ““

“ (
a + b )

·

掩2
功

2

((a
,

夕)+ (a
,

o)+ (o
,

夕)+ (o
,

o))一 2 (
a + b )

·

k功夕((a
,

刀)
。 、 . , _ _ 、 、

f , 口
, , . , 、 , , 、

a功
十 气a

,

”) + L。
,

户)十 LU
,
”) )二J

。 。; L又a 十 ”)R , ) 。,

+ (a + b )9
1

((a
,

刀)+ (a
,

o) + (o
,

刀)+ (o
,

0 ))

((a
,

, )+ (o
, , ))匆



毛
�‘

功
‘

一g
一a一a

苏 煌

a

时 LL“十“) g )
’

刘 国 庆

( ( a , 夕) + ( o
,

夕) ) d g ( 2
.

1 3 )一

卜口n甘产

I
J

+

{:
一

晶
( (·+ “)“, 一

霎
(‘一“, + ‘“

,

”, ,““

一

{:
、

品
(
·+ “,

·

必
一

号雪
‘(一 ”, + (。

,

“, ,“

+

{:
。( ·+ “)(北)

’

( ( 。
,

。, + (”
,

“, ,“y

为以因所

( (
。 + 。)、。)一昌: ( ( a

,

夕) + ( 0
,

夕) ) d夕

一

{:
* (

·+ “) (且雪)
2

‘(一。, + ‘”
,

“,’‘y

「声
,

日
, . ‘ 、 .

a功
, ,

一J
。“ 。, 又a 十。)

‘

价
‘

一。
公又弋

a
,

“) + 戈”
,

”) )““

《 三{
尹
功
‘( (。

, 。) + (。
,

。) J ,

“声1 J O

+ 。
I

f仓
一

易
一

(
·+ “)

·

且雪)
‘

( (一“, + (”
,

“, , “”

适 当地选取 。 ; 片利用引理 1 得到

{:
一

晶
( ( ·+ “)“‘, 一写{

“一。, + (”
,

“,’““

+ · ,

{:( g尝)
2

( (一 。, + (”
,

””d ”

《一

丁:,
2
( (a

,

。) + (。
,

。) ) d y、一!:J: ((尝
一

)
’

+ ,
2

)
d 二d ; (2

.

: 3 ·)

这里
c : , c Z , c 。

为正常数
.

由不等式 ( 2
.

6 )得到

1{:晶
一

( ( · + “, 。, 一:签
( (一 “, + (”

,

“, ’““

f户/ a

乓。
,

l 气
一

二 . ,

又La 十口) g ) )
今

Lt a
,

y ) 十又0
,

夕) ) d y
J O 、 甘分

+

二
,

{:(昌雪)
“ ( (一 “, + (”

, “, ’““

。1
为任意正常数

·

由不等式 !
“·

}‘。
!

‘
·}

‘

+

众
‘· ,

’
得到

( 2
.

1 3 b )

}( a + b)为功夕( (a
,

刀) + (a
,

o ) + ( 0
,

刀) + ( 0
, o ) ) }

‘。
:

( (。 + b)存夕)
2

( (a
,

夕) + ( a
,

o ) + ( o
,

刀) + ( o
,

0 ) )

+
盆

:
‘

:

( ( a ,

”) + (a
,

”) + (。
,

”) + ( O
,

”) )
( 2

.

1 3 e )



四阶楠国型方程奇异摄动向题的渐迸解 e。‘

其中 叭 为任意正常数
.

因此适当地选取。
, , 。: ,

由(2
.

1 3)
,

(2
.

1 3a )
,

(2
.

i 3 b)及(2
.

1 3 e
) 可以得到估计式

一

{:
(
·+ “)昙竺

·

穿!:二:
d 。+ 一 (

· + “,
·

“
’

‘
’
‘(a

,

“, + (a
,

“,

+ (0
,

, )+ (。
,

。))+ 一

{:(且:
一

)
’

((a
,

, , + ‘”
,

。, , d 。

、
3

群((
一

黔
‘ +

今
二
“

+ ·‘

{:(晶
一

((
· + ”)。,

)
“

((一“, + (0
,

“, , “”

+ c 。

((
a + b)

·

九夕)
2

((a
,

刀)+ (a
,

o) + (o
,

刀)+ (o
,

o))

、一

{:{)((昌窦丫
+ ‘

:

)
“二 d。+ 一

{
:

(心留)
‘
+ 。

’

)
d · (2

·

“ ,

劣d
夕o

:
,,下l

吸.L

一

{:
(
·+

衅三

一l:
(, + 6 ,

a Z
价

a劣a g

口功
a劣 小

一

昌竺一器
一

)(“
,

, , + ‘二
,

。”J’

一 !:
、(

· + “)(
一

言竺
一

)
‘
((二

,

“, + (,
,

“, , ‘二

+

芡
(
·+ “)且璧

一

霎((X
,

“, + (气 O , , d 二

由此易得

{:
(“十白, 众 l:二:

“· + 一

{:嘿
一

)
’

((一”, + (二””“时叙

‘一

{
:

(瓮)
’ d · (2

.

1 5)

这里 cl
, c :

为正常数
.

利用不等式(2
.

6)得到

!
一

芡仁乡晶
一

(
·十

叱酥“du+ 犷丈
一

歇
。+ b)
势蒜

“叫
《

c ;
砚功百补

:
(刀) + c :

l功11

这里 cl
,
几 是任意正常数

。

1

H
且
(D )

(2
.

1 6)

由(2
.

1 2 )
,

我们有

一

价
· + b)
黔

、二、。+

{汀:
(
·+ “,(

口名价
a劣ag )

’

办、

一{:
(
。+ b)

一

势
+

{:
‘。+ “)言重

·

日乞功

勺
“{:二:du+ {侣乡

一

晶
一

(a+ b)
一

黔、
8 2

功
日劣口g 拭

众一

探
一

办
·+ “)

器一黯
一

““

从而由 (2
.

14 )~ (2
.

1 6 )以及不 等式 (2
.

6 )得到下面估计 式
:



启O合 苏
_

慢 醉 / 刘 国 庆

一

J:J0’
(
·+ 6 )
黔穿、、汀

(
·十“)(

一

粼
一

)
“

、、

·

+ c ,
(a + b )

·

kZ
必
急
((a

,

夕)+ (a
,

o )+ (o
,

夕)+ (o
,

o ))

+ 一

仃:(
一

号雪)
’
((一。)+ (。

,

, ))d 。+

丈(暴里)
’

((二
,

, )+ (:
, 。))d X

)

《一“‘“孙
2
〔。 )+ 一““‘、

J
(。)+ 一“‘l、

。
(。 )+ ·。

丘((瓮)
’
+ 。‘)

d · (2
.

1 7 )

这里 c ‘, c ‘, ‘。, C‘ , c 。 , C 。
为任意正常数

.

于是有
‘

一

J黔
· + “,
黔 :婆、、!升

·十“

长
。

粼)
’

、、

《一 ,‘,孙
,
〔。) + 一 l‘l孙。。。+ 。“‘,孙(。 )+ 。

丁
:

l(写了)
’

+ 。
2

〕
d : (2

.

, 了)

从而由(2
.

7 )
,

(2
.

1 0 )
了 ,

(2
,

1 1 )
,

(2
.

1 2 )及 (2
.

1 7 )
/ ,

得到

(
·
‘
分

,

一

丫 )+(
· d

罗碑聆 )+(
。

帆 g)
一

黔黝
+

沙
,

功
黔筹

一

)+(
(
·+ 。
溉

,

粼 )

、
!(

·
(二

,

。)
翼

,

v
Z

,)卜
.(“(二

,

, ),
,

、
·

, )}+ }(, (X
, 。)

,

v
:

, ) ,

+ ·

工!(雪梦)
‘
+

(号:)
’ + *

乞

〕
、·+ ·。, 。, ,

。
(。)

,

、。。, 。、
。
〔。 )

十一“‘“公
2 (D )十一”‘“孙

‘
(, , )+ 一“‘“补

。
(刀, + 一

工〔(
一

雳)
’

+

小
适当选取

c 。即可得到引理 4 的结论
.

现在来估计(2
.

5)右端的第二项
.

由引理1我们有

!味
‘

·

a

黔
ds
l伞

,

小
:

(t.
”

黔)
’

&s)
‘

针髻燃l(朴
”

分)
’
十

伽
·

‘

分)〕
d

、
.

+

诚犯粼、
夕分))z+ (晶恤 汾川、呵

,

取。一 。,

并利用引卿
,

弓}影及 引哪
,

可得到 (2
.

5 )右端第二项的如下估计
:

}
。2

fo
.

ay
,

必、
:

}《矛
c

、

““

f
“

f声「了
, ‘

.

a v ,
功、

‘
二了

。谈 。v ,
必、

“ 一

l
_

,
_ _

,

J
“

J
二毋

’

。,
一

“ &

l、飞
“‘ 。

J
。

J
。

L气
“功

’ 一

J犷 ) + L
“
功

·

“

言
二 w

一

) ld
二dy

+ 卿宾J:[ 妙势
日

分
+ 哪

·

努
‘)

‘

+(e
:

黔
”

分
一

+ 。
·

“

芬叮〕、、广
-

、‘。

沙{丁:fl
,
·
+

(
一a

罗)
’
+

(
· 口

穿)
’

〕dxd
。



四阶椭圆型方程奇异摄动问题的渐近解 6 0 7

《肥黔
‘
+

(黔
‘
+

。护
。

分)
“

+

(
一 a

穿)
2
+

(
己Z a

买矛
‘

)
2
+

(‘
名 ”

碧)}
d ·d。

}
十

么《爪
‘

2

+ ,
2 +

(
一

黔
”
+

喘
一

)
’

)“、

+ ·

{
:

((
一

飘
乡+

罄
’
十

呀 (
一

黔
2 +

小
·

此外 ,
在(2

.

4 )中

一

(a(x
,

。)
弈

+ ”帆y): 婆
+ ·

(!
,

y): 竺
十“‘二

,

、
,

‘)
一

{:{:l
·(/

,

。)(
一

昌重)
“
+ “(X

, 。)(豁)
“

〕“
“,

一

{:
·

(x,
。

嘿
·

‘
1:辆

一

伽
劣

,

心雪
·

‘
{::沁

+

{黔摆
一

c)
一

号介
一

霏
·

霎枷、
一

买伽
二

,

“’‘、、

利用边界条件(2
.

2 )及引理 1有下面的估计式

}丁:
·

霎
·

,
!

, . 。
“,

:
、
}{:

·“,
2

(。
,

。)“。

1
+

1{:
。。‘(“

,

, , “。

1
_

声
r r P

有
“ 1

}
。
功
“

(。
,

“)“y + 西,

}
。““““

(。
,

“)““

、
· :

J:!:(
一

篡)
’

d / d y + 一

丁:丁:
‘

Z

d 二“ + 一

{:f
。“(0

,

, , “

(2
.

1 8 )

(2
.

19 )

(2
.

2 0)

这里
c : ,

ct
, c :

为任意正常数
.

同理可得

{{:
·

黔
,
{

: 一 。

叫
‘ 一

!买嘿加dv+ 们于。、
+ ·3

{:
。2
‘”

,

。, d “

! f。
,

日d
l ! O

- ~ 二
‘ ·

功
! Jo d 夕

甘. 夕

萝一 D

、二

!
《

·,

{:!:咪雪)
’d 二d y + 一

{:{:
d 二“+ 一

{
, g ’d ·

(2
.

2*1 )

这里
c , ,

几
, c :

为任意正常数
.

将(2
.

5 )
,

(2
.

1 5 )
,

(2
.

1 9 )
,

(2
.

2 0 )
,

(2
.

2 1)代入 (2
.

4 )
,

则得下面的定理
.

定理 1 在对方程 (2
.

1) 的系数私l右端函数所作的假设条件下
,
问题(2

.

1) 一 (2
.

3)的解有

如下先验估计
:

’

(二
:

,
,

sv 、 +

(翼
,

黔
+

(黔 霎)
+ (,

,

。



苏 爆 城 刘 国 庆

、
·
。, 。、

。
(。 )+ 。

{
二 。Z

d ·+ 。·

{
二

l心篡
一

)
“
+

据:)
’
+ “

2
+

(
一

器)
2
+

小
这里

c , 刃 为正的常数
.

从引理 2 , 3 , 4 及定理 1
,

我们可以直接得出下面的推论
.

推论 ,

(
一 aZ

V
Z

功
a戈盈

一 ‘

器)
+

(
·“

一 ”

翠)
+
(
召“ a ZV

Z

功
日劣口y

扩

豁 )
aV

Z

功
_

a V
Z

必、
.

/
_

而一 , 一、
‘

· 。

分)
+ ,‘,,孙

: (D )
己

尹

了t、
+

、、 }!, }}、
。
(。) + 二
丁
二。Z

d ‘+ ·

{
二

!(且耸)
2
+

(瓮)
’
+

(
一

且了)
“
+ 。忍+ “:

〕
d ·

这里 M
,

N 是正的常数
.

三
、

渐 近 解 的 构 造

我们看出
, 当““ 0时问题(2

.

1) ~ (2
.

3 )退化为问题
:

。)
会

+ “(/
,

, )

穿
+ ·

(X
,

y)瓷
+ d (X

,

。)tD 一f(二
,

。,

一

+ k功

)
二一。(二

,

v) (k < 。,

常数)

(3
.

1)

(3
.

2)

。 ,刀n劣沂a
J

‘
、招a

f
、
、

因此在区域D 的四条边上都要产生边界层
.

记

厂
:
= {(二

,

y }
: o ( x 《a , 夕二 o} , 厂 : 二 {劣

,

y }
: 戈二a , 0《g 《夕}

厂
。
~ 义(x

,

, )
: o戒二《 a , g = 刀}

,

厂
‘

~ (x
,

夕)
: 劣 = o , 0 ( y( 吞}

并用 。‘“ , , 。‘声’, “(, ’, ““ ,
分别表示厂

‘ ,

厂
2 ,
厂

,

和 厂
。

附近的边界层 函数
:

!
l,lr
。象1

!
/

一鑫一
‘
·’

(誓
,

“

)

刀 夕)二
。

一
。 :“,

(
a — 戈 。

)
(3

.

3 )

口 心, )二
““ ‘ ’·‘”

(x
,

七)

泊艺�泊兄词

v “ , 二公
“’ + ‘“J

‘,

妙
, 刀一诊

)

我们构造 ( 2
.

功一 (2
.

3 )的渐近解为以下形 式
:

功
.

= 乙
: ”、

,

( x
,

夕) +
。‘“ ’+ v ‘尹) + v 灯, ’+ 。‘J’

( 3
.

4 )

这里的云
。 . 二 。

(二
,

功为必
.

的外展开式
.

将表达式 ( 3
.

4 ) 式代入 ( 2
.

王) ~ ( 2
,

3 )我们有



四阶椭圆型方程纳异摄动问题的渐近解

一云
一v 4叨 .

+

最
二
t
·
(二

, 、

a艺
. , , 、

a
二

, 、

日

g )
一

而‘十 “L劣 ,
y)百奋呵十

“L二 ,
y)落牙

+ “(一 。, l
tD ·

+

鑫
(一 ,一

v
‘

(
· ,一 + ·‘, , + ·

‘
, , + ·

“
)
,

+

鑫⋯
’

(
·
(一 。, 矗

+ “‘X
, “,)‘

·‘
“ ’+ · , ”十 · ,” + ·

“”

{身

g )

+ “。
·

)
+

鑫⋯
’

(晶
+ “

)(
·‘一 + ·‘, ) + ·‘一 + ·

‘
J )

, }!
:

y)

6 0 9

(3
.

5 )

{艺
。 .

v
’。 .

+ 乙
。 . ‘’

v
,

(
v 老

。 ’+ v
老户

’+ v老” + 。老‘,
)

(3
.

6 )

(3
.

7 )

气断
1

如气
r/、�口
声

嘴
、

了J
矛

户‘、g

八U

一一�

矛

、

卜
」

按 L yo t e : ik
一

Vi
shi k 方法

,
利用算子 L

。

的原来分解以及 乙
.

在r ‘(‘= 1
,

2
。
3

.
4 ) 附近的

第二次分解
, 由 ( 3

.

5 )
,

(3
.

6 )
,

(3
.

7 ) 得到确定。
,和 可” (

; ‘a
,

刀
,

,
,

句 方程和定解条件
:

、...,矛。甘l、/l
比

l
门.口产

·
( 二

,

。)
势

+ ”( 二
,

。)
穿

。 + ·
( 二

, , )鲁
+ d ( 二

,

。)。
。

二f (二
,

夕) ( 3
.

8 )

(势
+ “田

。

)}
_

二

(3
.

9 )

、.!夕,‘
.产l‘..,产

、,了

e
了/

劣目(t

口‘口

a诊

( a )

飞一
。( 0

,

刃

,

夕)

)
一
二 O

X妇.�t‘抓与一et二�口�

”

误}
‘’

}
一

, :_ 。

一
v

Z
?
。+ ”(一 “,

!
, . 。

由 ( 5
.

9 )可 以求得
v 止

“’= g ‘a ’
( , ) e x p (一澎 a

( o
,

g ) t ,

)
,

这里 g ‘o ’(g ) 是关于 , 有二阶连续导数

的函数
。

一“( 二
,

”)
一

令}
”一。

( 3
.

10 )

川代a.a

a 名v J, )

二一 v ’叨。
+ h (X

,

y )

( , : 一。/一

{
一一

,臼

占‘

臼月舀舀通奋日

由 ( 3
.

1 0 ) 可以求得
v 咨夕’一夕, ’

(‘ )
e x p (一心 b( x

,

o )一 t : )
.

同理可得到在x = a 和y== 口附近边界层 函数的首项 川
”’和 川

J夕.

一般地
, 函数。‘及 v

李
‘’, 。

;
“’, v {

, ’, 。 ; d , 由下面的递推方程确定 (‘二 2
,

3
,

4
,

一 )
· (X

,

。)
黎

‘
+ “( 二

,

。)

分
+ · (二

,

。)aa7
+ d (二

,

。)。
4一v 4。一

(淤
+ 枷川

二一
{
一

误( 。溉 + tI ‘; + 。
‘狄+ 。

‘鱿,

一* ( 。:、+ 。
:。+ ·;、+ ·

:、)
}{

二

( 3
.

11 )

、1刊l|
J?1..l..j



6 1 0 苏 煌 城 刘 国 庆

、‘门.阵

a
毛v
l
“’

+ a
(O

,

y)

已)
‘一 1

二 E Q, (t
;

夕一 0

、 a盆口

y ) 日t:
‘ ’

气 (3
.

1 2 )

1
·

日2 , 。 )

f
= 一 V

“

切 ‘! 一 。
‘ ,

王v 云二: l
ti二 o

、

基二
o 。夕 ‘ra ~ o

at口

护叫

其中 O ,
(t

: ,

夕)为关于 t ,
的多项式

.

类似于 (3
.

12 )
,
我们可以求得司幻 , 川 , , ,

司
d ,
满足的方程和定解条件

.

从而我们可以得到问题(2
.

1) ~ (2
.

3)解的渐近展开式的定理
.

定理 2 在刀内问题(2
.

1) ~ (2
.

3 )的解有如下的渐近展开式
:

片 那

沪
,

“乙
e “ w ,

(‘
,

夕)+ E
e . 千 2

(口泛
“ , + 砂冷夕

’+ 公泛
, ’+ “咨J , ) + R 二

(‘
.

9
,
‘)

}

月 一 0 份 一 0

IR x 砚= O (
。万 十’

)

其中 川
“ , , , J夕) , 公J

, ) , , 老
J )分别由

。者
“ , , 。

老声
, , 。

J
, ) , 。

冷
d , 乘上平滑函数以后得到的

.

证明 由(2
.

1 )一 (2
.

3 )
,
(3

.

5 )一(3
、

1 2 )得到余项R 二
(劣刃

, 。)所满足的方程和定解条件

,
.

R一 O (一 )
,

(
。

异
+ “R ·

)!
二 一O (一)

,
v
·

寿 !
: 一 O‘。二”

利用定理 1 中的能量不等式即得到所需的结论
.

[ 1 1

参 考 文 献

C o m s t o e k
,

C
. ,

S in g u la
r

·

p e : t奴 r b a t lo 皿 5 o f e llip tie eq u a tio n s l

M a才h
. ,

2 0 (1 9 7 1 )
,

4 0 1
.

江福汝
,

椭圆型方程奇异摄动问题
,

复旦学报
,

2 (1 9 7 8 )
.

苏握城
,

咤奇异摄动中的边界层校正法》
,

上海科技出版社 ( 1 9 83 )

L a d y : h o n s k a y a ,

0
.

A 二 T he b o u 刀d a。‘ P r o ble 用 ; o f M a才h e 拼a才‘c o l

V o rla ‘ (19 8 6 )
.

S IA M J. 月户川
.

P h甘s‘c 召
,

S Pr ln g e r -

,IJ.J.J工月.J
序山O口4

�.‘r.L肠J.L

Asym p to tie 5 0 !u t io n o f Sin g u ia r Pe rtu rb at io n Pro ble m s

fo r t he Fo u rt h
一

0 1
‘

d e r E llipt ic D iffe re n tia l E q u a tio n s

S“ Y 往 一 e he n g L i u G 林。 一q in g

(N a n j‘”夕 U n勿 er ‘ifg
.

N a ”i‘”g )

Ab , t ra e t

飞

I n t h i s p a p e r w e e o n s id e r t h e s i n g u la r ly p e r t u r
b e d b o u n d a r y v a l往e P r o b le m fo r

th e f o u r t h一 o r d e r e llip t i e d i ff e r e n t i a l e q u a t i o n , e s t a b li s h tll e e 垃e r g y e s ti tn a te s o f

th e s o lu 士i o n a n d i t s d e r iv a ti v e s a n d e o n s t r u e t t h e f o r坦a l a s ym Pto t i e 5 0 1住t i o n by

L y u 仁e r n i k 一 V i s h i k
‘5 tn e t li o d

.

F i n a lly
,

by 犯 e a n s o f t h e e n e r g y o s ti m a t e s w e o b t a i n

th o b o u n d o f t h e r e m a i 几d e r of th e a sy m Pt o t le s o lu ti o n ,


