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摘 要

本文讨论在主观几何应用例子〔二’中出现的由余弦定理建立的一组六元二次带根式的代数 方 程

的解
.

应用隐函数存在定理
.

本文证明这组方程存在有唯一的实解
.

把求解问题转化为 无约束非

线性优化问题
,

可心用已知的诸法来求解
.

文中给出了用下降法求解的数值例子
。

一
、

概 述

在
“

主观几何初步探讨
”

一文“’的应用例子中
,
利用六张球面照片确定任意两点的六个

未知的坐标分量 曾导出六个六元二次带根式的代数方程
.

在文【1 〕中没有讨论这组方程
, 只

是假定它可解
.

由于这是一组六元二次带根式的代数方程
, 即使用消元法能化为一元高次方

程
, 按照 A be l定理 (五次以及更高次的代数方程没有一般的代数解法)

〔“’,
有必要对 这 组

方程是否有实解以及如何求解进行探讨
.

本文将隐函数存在定理应用于 六 维 情形的本组方

程
,
证 明了在一定条件下

,
这组方程存在有唯一的实解

.

至于求解的方法
,
可把求解问题转

化为无约束非线性优化问题
, 然后可以用已知的方法求解

.

本文用下降法给出数值计算的例

子
。

所有这些理论和实际的计算表明
:

文〔1 1中假定这组方程有解且可解是正确的, 利用六

张球面照片是可以定出两个欲测点的六个坐标分量的
.

二
、

一组余弦定理方程

在此
,
重 述文【1 3应用例子的方程

.

设欲测点A
,

B的笛卡儿坐标分别是未知的二
。 ,

,
。 ,

: 。

和二6 , g 。 , : 。, 观察点O ‘
(i二 l~ 6)的坐标分别是已知的劣

. , 夕. , : ‘ .

也就是观察点O ‘之间

的坐标的相互关系是可以给定的
,

例如令

戈 ‘二 戈1
+ a ‘

9 . = 9 1 + b ‘

2 ‘= 之一十 c ‘

(i= 2~ 6) (2
.

1 )

,
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式中 al
,

如
, 伪为实常数

, 是已知的
.

记A泞, A O ‘和B O .
的距离分别为d , ; ‘及 t . , 即

d “ 「(二
。

一x 。)
乞+ (夕

。
一y b

)
2 + (

二。 一 : 。
)

2

〕“
2

S ‘“【(‘
。
一 戈‘)

名+ (y
。
一夕‘)

2 + (
z 。

~ 之‘)
2 〕“ 2

t‘= [ (劣
。一 x .

)
2
+ (y

。一 9 .
)
“+ (

: 。一 : ‘
)

2」“2

(f“ 1 ~ 6 ) (2
.

2 )

在观察点0 .
(i= 1 ~ 6) 拍摄包含A , B 目标的球面照片六张

,
分别在球面屏幕上量出圆心

角乙月O ‘B = 中。
(i“ 1 ~ 6 )

,
也就是沪

‘是已知的实数
.

对△A。‘B 由余弦定理建立方程

‘2二 5 1+ *晋一 2 5 ‘t‘e os 钾‘ (i = 1~ 6) (2
.

3 )

(2
.

3 ) 式是一组六元二次带根式的代数方程组
.

其中未知数是 丸
,

如
,

九
,

心
, 协 , 介 , 其

余为已知的实数
.

本文的任务是探讨(2
.

3 )式是否有实解和如何求解
.

三
、

(2
.

3) 式有唯一实解的证明

为方便 , 记

X = {X : , X : ,

... , X . } , {尹: , 甲: ,

⋯ , 甲. }

1
尸

二 {y , ,
Y : ,

⋯ , Y 。}“ {戈
a , 梦a , 之。 , % 。 , , , , 2 。}

分别为六维实欧几里得空间X , 和 Y ,
中的一点

.

将 (2
.

3 )式写成

f
,
(X

,

Y )二 d , 一 : : 一 t: + 2 5 ‘t, e o s切‘二 0 (‘二 z ~ 6 ) (3
、

z )

其中 泛函f
‘
(万

,

y )九X 不变时 , 看作是六维实欧几里得空间中的一点
.

也就是当沪
, 。〔y ,

时
,
了
‘
(尤

,

沪 )和八(X
,

幻的踞离定 义为
: /

,了
‘
(X

,

二 , 一“(X
, ·

, }二l鑫
(△,

‘, )
2 _

}
“ ’

(二;
.

2 )

式中

而其中

△f
‘, “f

‘

(X
, 。
节)一f

‘

(X
, u ,

)

u , , u Z ,

⋯ , “。}
, u 签” {u萝, u言

,

⋯
, u曹

f
,
(万

,
u ,

)是f
‘
(万

, u , ,

⋯ , u , ,

⋯
, “。

)只是u ,
变化的简写

.

当f
‘对各变量的偏导数存在时

, 即

口沂
‘

。乙
, = J‘

, ‘t人
, “‘+ “△u , )一 J‘

, , 又0 < 口< 二1 )

A u j ~ u
节一

:‘,
(j= z ~ 6 )

由多变量微分中值定理得

么f
‘, 二f

。
(X

, u
节)一f

‘
(X

, u ,
)= f

‘, , △u ,

现在
,
我们来看多维的隐函数存在定理

.

(3
,

4 )

隐函数存在定理
:

·

设实函数f
‘
(X

,

Y )在区域 口

口
: g ‘蔺X ‘《h‘, k ‘( Y

‘

戒I‘ (蓄= 1 ~ 6)

上处处连续
, 且处处有关于Y ‘

的偏 导数
, 而且存在有常数州

,
M

,
使在日 中满足

0 < m 《六
,

,( X
,

Y )《M < oo (3
.

5)
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那么方程f
‘
(X

,

y )~ 0在区间〔g
‘,

h :〕上必有唯一实的连续解Y = u0 (X )
.

证明 在完备空间C〔g ‘,

h‘」中作映射

1
, z

,

之“ = u 一M J ‘L八
, “ j L: = l一

b j (3
.

6 )

这个映射是C〔g
。 ,

乃‘口到其 自身的压缩映射
.

因为对于任何沪
, “〔C〔9 . ,

h‘〕
,

由微分中值定理

知 ,
存在O < 0 < 1使得

‘(A
u ·

, (X , 一 (“
u

,‘X )‘一 }
u ·

(X )一寿,
。
(X

, u ·
)

一(x , +
寿f

‘
(X

, ·
)
⋯

一
l二(X ,一(X , 一裔l鑫

;

(,
‘,

, △一)
:

]
“ ’

1

《 ‘
·’

(X ’一(X , ,
(卜芬) (3

.

7 )

令 a = 1一 m /M
,

显然。< a < 1 ,

于是

}(A
。开

)(X )一 (A
u
)(者) }( a !

u .
(X )一

u
(尤) 1

或 nA u 肠一A u
}}簇a !l

u 朴 一“
!!

其中 月是C〔g ‘
,

h‘J中的压缩算子
.

根据 Ba o ac h 压缩映射定理〔3
,

p
.

7 4〕
,

唯一的u0 ,
使

A u o
二 u o

于是由定义的 (3
.

6 )式
,
得

f‘(X
, u o

(X ))二o (g
‘
蕊X ‘

( h
.

)

(3
.

8 )

在C仁夕, ,

h‘〕中有

(3
.

9 )

根据这个隐函数存在定理
, 只要 (3

.

]) 式的泛函f
‘
(X

,

Y )满足条件(3
.

一的实的连续解V = “。
(X )

.

现在
,

(3
.

1) 式给出

(3
.

1 0 )

Q
.

E
.

D

5 )式
,
在日中有唯

,
. , :
一

歇
f
‘, : 一

歇
日f

,

z
‘, :

~ 口夕
3

二 2(Y
‘
一戈‘)+ 2 (x

‘一 Y
,

)(t
‘
/

s ‘
)

e o sX ‘ }

= 2(y
。
一。‘)+ : (。

‘一 ,
厂 :

)(, ‘/
s‘)。o

sx ,

!

}

一 2(y
。
一 : ‘

)+ 2 (
: ‘一 Y

3

)(t
‘
/
: ‘
)

e o sX ‘
{
一
(f“ 1 ~ 6 ) (3

.

1 1 )

f
‘, ‘

“
口f

‘

aY
4 ,

口f
‘

a y
。

口f
‘

二 2(y
:
一二 ‘

)+ 2(二
‘一 Y

‘

)(t
‘
/

s‘
)

e o sX ‘

5书卜

l
,

比团泛l
吹;
,甲

f
‘, 。
二 二 2 (y

:
一 y ‘) + 2(夕

‘一 Y
6

)(t
‘
/

s ‘
)

e o sX ‘

f
‘, 。

一口y
s “ 2 (Y

3
一 z ‘

)+ 2 (
: ‘一 Y 。

)(t
‘
/

s‘
)

e o sX ‘

通常给定拍摄点坐标O ‘
(二

‘, y‘,

l}
, , < M < 、

: ‘
)

, 只要
s ‘笋 。,

(3
.

1 1) 式总有M存在使

(i
,

j, 1~ 6 )
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而且恰使八
, , = o的机会也是不多的

.

因此 ,
在解y , u0 (X )的邻域 口 内任一点开始的压缩映

射所形成的序列必收敛于这个唯一的不动点“”
.

这个邻域口有多大
, 以(3

.

1 1) 式的 八
, , 满足

(3
.

5 )式来定
.

以上是关于方程组(2 : 3 ) 式在域 口 中存在有唯一实解的理论证 明
.

确信这一点后
,

.

我们

总可 以用有关的方法求出解
.

四
、

下降法解与 (2
.

3) 式等价的无约束优化问题

·

由于(2
.

3 )式是一组带根式的非线性方程组
, 用一般的非线性代数方程解法

,
如求根法

,

迭代法 ,
牛顿法等不一定有效或方便

.

在此
, 将它转化为优化问题

,

因为优化问题已有许多

成熟的方法和程序可供选用
.

作 目标 函数 F

(4
.

1)

式中 f
‘
(X

,

Y )如(3
.

1) 式之左边所示
.

其中万是给定的
.

显然F > O ,
且当(2

.

a) 的解存在有

。 in F 令兰当f
‘二o (i二 z ~ 6 ) (遵

.

2 )

于是将(2
.

a) 式的求解转化为求 (4
.

1) 式的目标函数F 的最小问题
.

这是个无约束非线性优化

问题
,
有许多方法

, 如最速下降法
,
牛顿法

,
共辘方向法

,
共辘梯度法

,
变尺度法等等可以

选用
.

在此
,

我们选用比较简单的下降法
.

构造迭代公式

y ‘
. “’一 y洲一‘

·

默 (4
.

3 )

“一 !
“
/鑫(黝

’

].c. (4
.

4 )

其中 c 。是一大于或小于 士的系数
,
视目标 函数F 下降或上升而定的与迭代次 数 n 有关的系

数
.

其目的在于加速收敛
.

当目标函数F 小于给定的正数。时便停算
.

下面是用下降法计算的一个数值例子
.

给定的六个拍摄点O ‘
的坐标二 . , 夕‘, : . 和圆心角匕A O .B = 甲‘分别为

:

八U,臼9�1二1工

一一

名,人0‘Q口

4 6
.

0
‘

5 5
.

0

6 2
.

0

初始迭代值Y孚(‘= l~ 6) 取为
.

1
.

0 , 3
.

0 , 0
.

1
,

甲‘

0
.

5 2 3 4

0
.

7 3 3 0

0
.

6 1 1 0

1
.

0 4 7 2

0
.

7 5 1 0

0
_

9 5 9 9

0 , 6
.

0
5

精度 e取0
.

0 0 0 0 1 ,
次数”二一0 0 0算得结果 Y‘(劣

a , , 。, : 。 , 劣。, 夕。, 之。)分别为
.

8 8 42 一 4
.

0 9 4 7一 0
.

2 0 5 3 8 4 9 6 2 , 8 9 7 8 , 0
.

1 7 9 3
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