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摘 要

基于伊留申的两个假定
,

提出一个新的积分形式的塑性本构方程
.

由应变路径确定的应 力偏

量由二部分组成
.

它们各自按不同的规律变化
.

理论计算 与近代实验的比较
,

得到令人满意 的 结

果
.

本文提出的不是内时理论
.

一
、

引 言

自从特雷斯卡于 1 8 6 4年提出最大剪应力准则已有百余年
, 至今未能得到一个一般性的本

构方程
.

塑性流动理论在形式上相当完美
,
但难以具体化

.

某些简化方案
, 例如随动模型

,

并不令人满意
〔‘’.

已有许多关于后继屈服面的论文发表
〔“, “, ,

.

但 始终未能得到一般性的曲面

方程
.

苏联学者伊留申基于实验提出两个重要的假定
「略, ” , ”’, 即滞后假定和 等向假 定

,
但 他

提出的依赖于五个向量的应力与应变路径的乡系
‘7 ’
也是难以具体化的

, 至今未能形 成 式子
.

由简化的多晶体模型提出的物理理论
〔。’, 虽然得到某些与实验相接近 的结果

,

但很复杂并需

使用计算机
, 难以在实际上应用

.

虽然单晶的研究取得成果
‘吕」,

但 由晶体 内部滑移推导多晶体的本构关系似仍需相当长的

时间
.

卡罗在一个重要的关于固体力学研究方向的报告
〔““’
中指出

:

完全基于微观 结 构分析

来发展本构理论是否总是可行
,
甚至如果可行

,
这个过程需要多长时间

, 都是不清楚的
.

没

有必要体本构理论基于微观结构
, 并且

‘

它们不像在相当长时间内能够完全如此
.

唯象的或杂

交的理论必须发展
.

卡罗的观点值得我们注意
, 即唯象理论和微观理论在我国都需要发展

.

目前看来
, 伊留申的两个假定可以被认为是在 相当广 泛范围内可 以适用的塑 性 应 变 规

律
, 虽然它没有考虑第三不变量但 其影响是小的

.

这两个假定似乎是 目前唯一 的实际可用来

建立令人满意的本构方程的已知塑性规律
.

塑性本构关系是个困难的问题
.

某些已有的理论与实验相差 较 大
,
其 中 包 括 随 动 模

型
〔‘’.

如果能够得到与实验接近的太钩无程
,

可 以认为令人满意
, 即使它不能完全用微观结

构来解释
.

这就是本文的目的
。

在下面首先介绍伊留申的两个假定
, 以便 进一步的讨论

.
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二
、

伊留申的两个假定

伊 留申基于实验提出两个假定
‘. ’, 又为近代实验所证实”。, ‘”

.

这两假定是 在一个辅助

的五维空间表出的
。

许多金属没有塑性体积变化
,
因此只需讨论应变偏量

e . , ,
它有五个独立的分量

.

辅助空

间中的五个应变分量 E , 由下面的变换引出
,

E ,一

了要
e : 1 , E Z 一、 2

(
。2 2 +
孟一 )

(2
.

1 )
E

。
二斌 玄el

: ,
万

‘
二斌万‘

: , E 。= 材厄es : }
偏应变路径即示于空间E ‘.

应力偏量
s‘,
也经 同样的变换并得 到五个独立分量万

。,

_ / 3
刃

,

= J 于 s
, : ,

一
二

洲 2
一 人 ‘ 了

万
:
二斌玄

一

s : : ,

内积仍得到保持
,

即

召 : 一 斌百‘
s : : + 三

: , :

、 、
_ ·

“
卜

万
。
= 斌 2 5 : 3 , 刃

。
= 斌 玄s 。: J

(2
.

2 )

经过变换
,

万。刃 , = s , , e ‘,
(2

.

3 )

因此如果万 . 与E ‘
或它的增量之间有系数为内积的线性关 系

,
‘

则这样的关系同样地可 用 旬 , 与

e ‘,
表示

.

以后使用E ‘
空间或

e ‘, 空间将视何者方便而定
.

在本文中
,
应力及应变偏量将简称为应力及应变

.

滞后假定 如文献〔5〕所述
, 应力向量的方向不取决于整个应 变 历史

,
而只依赖于最近

一段应变路径
,
其长度h称为滞

.

赫
.

如果应变路径从某个点M 起转为一直线
,

则当从M 点量起

的路径长度大于h时
,
应力向量将平行于此路径

.

滞后假定已为实验
‘6 , “ , ‘。, ‘’, ’2 ’所淤实

.

等向假定 应力向量相对于应变路径的方向及其长度仅取决于路径的内部几何性质而与

路径在原点的方向无关
.

换言之 ,
若E ‘空间中某一路径经过绕原点的旋转或镜象映射而转变

为另一路径
, 则绘于此路径上的应力 向量也经受 同样的变换

.

此假定也为实验所证实
‘”, ’,

” ’.

若瓦 日洛夫
, ’. ’
曾指出

,
伊留申的五维辅助空间未保持第三不变量

, 因此不包 括一 切 初

始各向同性材料
, 然而有实验表明第三不变量的影响不大“ ‘’.

三
、

滞后假定及其表达式

午恰诺夫曾于1 9 5 5年提出滞后假定 “ ‘ , , 但没有实验并且只有几个理想材料的数 字 例子

而无理论论证
.

没有硬化的滞后现象可证如下
.

理想塑性材料服从米赛斯准则害
.刃。= 矿

.

它可用应变表示

。
,

。 ~
‘ 、 ,

.

一 一
‘ 、

kZ

厂 ” L乙 ‘一乙 苍八七 ‘一乙 畜)一 。

八 = U
‘ 、不

(3
.

1 )

按伊留申公设
,
塑性应力增量 向量 d 刃亨== 2 G d E 宁在应变空间中屈服曲面的法线方向

, 所 以

上式表示应变空间中的一个随动模型
.

屈服面的外法线既是应力向量的方向也是球面移动速

度向量才
‘
的方向

, 如图 1 所示 , 并且与应变路径成0角
.

应变点 A 在直线路径上移动
, 同时

它也在球面上移动
,

它对球面的相对逮度在切线方向
.

此相对速度使0角不断下降并趋于零
.
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这就是所谓的滞后现象
.

现在来看二维情况
,

’

例 如薄壁管实验
, 图 1 中的圆是屈服曲线

.

应变路径的长度以 古表

示 ,
它也可称为

“

时间
” , 故应变点的运动速度为1 ,

但现以常数 a 代替 以便于以后关于本构

方程推导
.

所以速度的切线分量为(一
a sin 口)

, 围线圆心的角速度为d o/ d君

*

翼一
‘· “

(3
.

2 )

此处R 为圆半径
.

设直线段在君~ 舀
:
处开始并且该处有0 = 口: , 则(3

.

2 )之解为

“一 2‘
一

‘

卜
·p

·

卜另(‘一 : !
) t二惫} (3

.

3 )

此式表明当占, oo 时0、 0
.

实际上滞赫只能是相对的
,

例如当0 下降到3
’

时认为向量 万
‘

与应

变路径平行
, 所以h与口

:

有关
.

实验表明
【’”’h随0 : 之减小而下降

.

(3
.

3 )与此实验符合
.

厂|三寿
: ( J ) , 。 ,

刃�了

/
。

冲变路径

弓动/ 夕z

O

伊留申为了表达滞后现象
, 曾建议引用粘性材料的式子

‘’。’,

r心

刃 ‘一
}
。

K (君
,

雪
, , “: , H Z ,

⋯ ) d E
. (重

‘

此处
、‘
为表征应变路径 的几何性质的参数

,
但是很难找到令人满意的具体式子

.

通常粘性材

料的滞后现象使用较方便的积分式子
, 相似地可写

_ r咨

万‘一 “G J
。“ x ”

’

〔一几(占一扩 )」砂(岁 )“七
’

‘(彭 ) ( 3
.

4 )

此处叻为
一

与硬化有关的函数
.

但此式有一难以克服的缺点
.

方 向突变的应变路径实验是对本

构方程的严峻考验
, 例如图 2所示的予拉伸继之以扭转

, 即在 省, 省:
的A 点有一 90

‘

拐角
.

实

验【” , ‘7 , ‘a ’
表明

,

经过A 点以后
, a 八下降 的速度小于斌

一

3 口 : : 上升的速度
, 后者已扣 除 继续硬

化部分 (参阅本节最后一段 )
.

此处所谓速度较大系指分量a : ; 变化的大部分 (不是全 部) 在

较短的时间内完成
.

此外
, 应力的模否 (为简便 以 否代替 !刃‘

! ) 迅速下降一个小量然后再增

长
.

但是按 ( 3
.

4 )
, 当君> 省‘并且省: 之后吵二常数时 ,

万 ; 二 厚(省
*

)
e x p〔一几(君一君

,
)〕

’

( 3
.

s a
)

万s二 否“
;
)〔1 一

e x p〔一几“一占
,

)〕 ( 3
.

5 b )

上式给出速度 !忿
,

{= }忿
3 }, 而实验

〔‘“ , (参阅第五节 ) 中当君一君, = 。
.

0 0 2 5时
,

万 ;下降了39 肠

并且此时刃
3
已增长了否(占

,

) 的78 肠
.

这个相当大的差别即使引用内蕴 时 间
二= 式豹

亡‘. ’
也不能

改善
, 因为那只是在 ( 3

.

5 ) 中以二
代替古而 已

.

然而按照图1的应力分量变化显示另一种规律
.
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按(戈 3 )
, 0不断下降并且

刃 , 二 否“sin 口(睿) (3
.

6 a
)

刃
3

~ , , eo so(占) (3
.

6 b )

此处J “为初始屈服应力之模
.

在上式 中
, 刃

,

下降的速度小于刃
。

上升的速度
,

这与实验相似
,

但 (3
.

6 )使应力之模 , 保持不变并不 能表达实验
〔’。 , “。〕中的。暂时下降的情祝

.

这与刃
,

和
·

万。
变

化速之差有关
, 但(3

.

,l) 可 以表达这种短时下降的情沉
.

实验 r’“’属于
“

拉伸、扭转、拉伸
”

类型
,

每个应变路径有二个 90
’

拐角
.

后一个拉 伸开

始于不 同的剪应变值
, 即 0

.

5 , 0
.

7 5 , 1
.

。及 2
.

0肠
.

经过对相应于最后一段拉伸时的 实 验 曲

线的仔细考察
, 可以发现在较小的剪应变值开始的拉伸

, 刃
,

与刃
3

变化速度之差也较小
.

我们

可以从实验结果〔见图 3及图 /i) 得知
,
这个较小的剪应变值对应于尽力向量和应变路径之间的

夹角较小并且小于 90
’ ,

因为这时的应力分量 万 , 并未接近于零或距零尚远
.

(3
.

3 ) 中 0 的始

值0
:

的不同
, 将导致与此相似的应力变化

.

(3
.

6 )中的速度 万
:

与万
3

之差随始值 0
,

之下降而减

小
, 并且当 夕, < 45

。

时走向反面
, 即 }万 , {> }万

3

{
。

故可企望应力能由(3
.

叻及(3
.

6 )两种类型

的应力之和来表达 ,
这时 (3

.

6 )应推广 到五维清况
夕 即后面的 (3

.

9 )
.

此外
,
对有足够长的屈

服平台的软钢的实验
〔“。’表明 , 初始屈服应力的性坟确与硬 化应力不 同

.

在此 实 验 中 ,
在处

于屈服平台应力水平的情况下
, 当予拉伸后继之以扭转时

, 应力模否有百分之几小量 的 短暂

增长 , 而予扭转后继之以拉伸时则否有小量的短暂下降 (图 1 中未考虑 )
,

但在硬化阶段时这

两种变形情况都是。有小量的短暂下降
.

这也表示上述两种类型应力存在的
一

可 能 性
.

晶体内

由于某种对位错运动的阻碍而导致硬 化阶段的应力增长
,

而在屈服平台的常应力下应变可以

自由增长
.

应变路径方向的突变似乎暂时解除了这种阻力的一小部分并且引起 牙 的小量暂时

下降
.

综上所述
,

可作假定如下
.

假定应力由两部分组成‘第一部分刃甲之摸测为常量刚 2 / 3 浏或

甲
一

户
,

(a
, 和 尹 分别为拉伸和剪切屈服应力

.

扩
一

匆3 浏与斌 2 砂 可能有少量差别
,

处理方法可

参阅第五节)
,

并且万萝按理想塑性体规律变化
,
如圈 1所示

.

第二部分 刃 )~ 万
,
一刃 , 按(3

.

4 )

式变化
.

塑性规律毕竟是复杂的
, ’ 并且万 ,也仅是应力的一部分

,

因此进一步假定
,

由于 万梦之

影响而使 (3
.

2 )中的
。年 1

.

更合理的假定是系效a 及模。“都是参数 君的函数
,
但这显然要麻烦

得多
, 因此令

a 及列 都是常数
.

从最后一节 的理论计算与实验 比较来看
,

这 已有相当好的精

度而令人满意了
.

此处提出的理论仍属唯象理论
, 并不 能从微观结构分析推导出米

.

(3
‘

2 )应推广到五维情况
.

以v .
表示应变速度如下

,

叱二 (d E
. d E 。

)+
,

将刀拉米赛斯球面的法线乃及切线兰 (与乃及￡共面 )

d E ‘

” d 雪

方 向分解
, 则切向速度对

。

之分量为

(3
.

7 )

梦。‘= 梦‘一 刃票v . 万、 (3
.

8)

按我们的假定
, 应力速度艺兮= ZG av

“ ,

1

(否
,
)

2

故有

“
, 一“ , 。+ 2

《
。

卜一祷
、‘ , 万 ,

扮 (3
.

9 )

此处路径长度君
。
对应于塑性阶段之开始

,
茗了

。
为 占= 占

。

时之初始屈服应力
.

可以证明 ,
(3

.

3 )

能由(3
.

9 )导出
.

另一部分应力万 l服从(3
.

4 )
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二卜2 。
{
‘ 。二 p

卜 ; (: 一 ;
/

)〕, (;
,

)
, ‘
(:

,

)‘:
‘

J 占。
(3

.

1 0)

函数砂可导出如下
.

实验
【‘。, ’‘, ‘5 , ““’

表明
, 甚至当应变路径突变方 向后转为一直线时

,
经

过一小段 (远小于滞赫几) 之后
,
应力万

‘之模 否(君)与简单加载情况者几乎相等
, 差别仅 有百

分之几
.

小曲率应变路径 (曲率半亨升大于h) 情况也是如此
【已’.

所 以函数沪(豹 可由简单加载

实验求得
, 即 (3

.

1 0) 中的向量内用其模 }卫}= 1代替 , 然后将(3
.

10) 对 雪微商并将所得之式与

原式 (3
.

1 0) 联合消去积分项
, 如此可得函数势(约

劝(豹 = 仁‘’(“, 一‘
, 〕+ 几仁“ (‘)一 ‘, 〕

} (3
.

1 1 )

此处‘’(豹为简单加载情况 (例如纯剪 ) 下的应夕屯模
,

·

并且 ’‘= “ 2 ”
·

将刃 {与刃了相加
,
得到木构方程

。 。
. 。

二 。 f‘ 「 1 。
,

_

。
,

〕
, ‘ ,

““ ‘ 万
“

卞 匕匕a

J: 。 L
“‘一 (若心

2
‘ 孟歹“

“」
“‘

+ 2。。

!
‘ 。二 p
卜 ; (: 一 :

/

)〕, (:
,

)
v 。

(*
/

)、:
,

J 省。
(3

.

1 2)

这是 以内积为系数的线性方程
, 因此它也

一

可由普通的偏张量
s ‘,
及‘ . , 表示

·

, 。 . _ 。
_

r‘ 「 1

姚‘“ “; 获十 乙。aJ : 。 L
“‘’一 币,)a

“‘’ 梦“
“ ‘1 ‘“‘

t’考

+ ZG a

)
: 。 e X ”仁一几(雪一省

’

)〕沪(君
‘

)
”“d雪

‘

(3
.

1 3 )

此处

一七梦
, d : 一 (d e ‘, d e ‘,

, ‘
(3

.

1 4)

虽然上式中的函数功(占)是由简单加载实验求得的
,
但此式仍能表达路径突变方向后应力

模否有短暂下降的现象
,
因为此式中最后的积分项有此性质

.

方程(3
.

5 )是这积分项的特殊情

况
。

上面的本构 方程适用于没有塑性体积变化的初始各向同性材料
,
第三不变量的影响可以

略去不计
, 并且材料处于加载状态

.

伊 留申
‘” 曾提出加载条件 茗 .

么> 0 ,
这似需进一步的研

究
。

当应变路径在占, 占
:

时突然改变方向并且转为一直线时
, 则速度均 突然变为某个常向蚤

。

在这种情况下
, 计算应力分量时可利用下面导出的式子

.

由(3
.

11) 及分部积分
,

2。
{
‘ 。x p : 一 * (: 一 :

,

)〕, (:
,

)
v ‘、:

,

J 舀.

一

I
‘e x p
卜心一 ,’) :

占1

f d
_

\J雪
,

一

L忍
‘

气互
‘

)一 牙
’

J+ 几L“又“ )一 忍’ J全““”‘

二 〔e x p (‘几(占一雪
‘

))(, ’一多’)〕筐
: v ‘

‘〔, , (占
,

)一 , . 」〔1 一 e x p (一人传一君
: ))」+ 〔否, (雪)一 万,

(舀
:
)〕 (3

.

1 5 )

上式中第一项对应于 (3
.

5b)
, 只是 。换为 〔岁“

:
)一 忍, 〕

.

第二项是继续硬化作用
,
在 (3

.

5b)

中巳被扣除
· \
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四
、

等向假定及其表达式

表达滞后现象的方程实际上免不了从应变路径的内部几何性质出发
,
因此也就同时满足

了等向假定
,

(3
.

1 2 )及(3
.

13 )也是如此
,
可证如下

.

设偏应变空 间中有正交张量刃
, 则经过旋转或镜像映射后

,
新的应变 万

‘

及应力 刃
‘

张量

为

万
产
= 刀万

,
咨

/ ‘ 刀咨
.

(4
.

1 )

对(3
.

1 2 )的等号双方施 以算子夕
, 由于内积是不变量

,
所 以只是将其 中的 咨

,
咨

, 及 卫 换为

刃
/ , 刃 ,, 及丫 = d 万,/ d雪

.

因此它满足等向假定
.

五
、

与 实 验 比 较

大桥
〔’2 ’
给出的实验点 (赤铜 ) 见图3及图4 , 应变路径是包含两个90

‘

拐角的折线
,
也附

在图中
, 即拉伸继之以扭转

, 然后再转为拉伸
,
并且后一段 的拉伸起始于不同的剪应变值

.

大桥使用的应变及应力分量与(2
.

1) 和 (2
.

2 )分别差一个乘子斌2邝及斌3 / 2
, 因此在薄壁管实

验中 吼 , = 刃 : ,
研 3

一

a 12 = 刃。, ‘ : 二E :
(实验中塑性应变较大

,
略去弹性体积变化 )

,

六一Ea,
。一

而
:

, + 3a ‘
,

“一汀瓦
+

一

;碱

第一个拐角在 省
: , 0

.

0 1 5 ,
第二个拐角在雪

: , 其值有四个
, 即有四条实验 路 径 ,

它们分别对

应于雪
: 一雪

: = 0
.

0 0 2 5
,

0
.

0 0 5 , 0
.

0 1 , 0
.

0 2
.

大桥的数据取自他的另一论文“ 6 ’,
函数 . ,

(君)可

由该文的拉伸图得到
, 砂二 12

.

ok g f/ m m
2 .

以下的应力单位同此
,
略去不写

.

理 论计算与实

验持合相 当好
,
见图 3 及图 4

.

计算式子写出如下
.

(3
.

12 ) 中第一个积分可参考 (3
.

3)
,

第二个积分可参考 (3
.

1 5)
.

当 雪< 乙时
, v ‘只有一个分量泞

: ,
并且在 雪二雪

:
时 口 : :

, 1 8
.

8 ,

故忍, (省
;

)一 牙, == 1 5
.

8 一 1 2
.

0二6
.

5
.

(注
:

Ik g f二 9
.

so 6 6 5N )
.

。 , 、( k 叹/ m m
‘

、

洲

多户
,

丫岁
夕

厂乡尸
‘

一

夕

尸
尸

分

一 弘 夕一
, 莽 , , -

7 0 甲 △ 口 铆玲 尸
,

杖文理 己

厂 2(3 、 以亡 :
(肠 )

O 6

7 声
-

△ 厂

口户

台,/厂

q
J

尹

_ _
_ _ ‘

( 味 )

\之(肠 )

径一一一路一一一二
片

�一

1
.

�
一一卜l一一Q/)(一

l中
刀
.

惑,
、�

一、
一
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几石
.

.(k 盯“耐 )

0 0 口 O 实脸点

一 一一 本文理论

{

雾_
_

_ _ “

沙互
_

卫二二
;
岌立

二

2(s )污。
. :
(肠 )

百

D
一 亡 ,

乏肠 )

\ 及

圈 4

省: < 占< 君:
时

, 粉只有分量力
3

“一 2‘·n 一 ‘

一 p

卜芳(: 一 : :
)」

a , : = 1 2
.

os in o + 6
.

se x p [ 一几(雪一雪
;

)]

以 3 a : 2 = {1 2
.

o eo ss+ 6
.

8 [ 1一 e x p〔一通(省一舀
:
)〕〕

+ 否J
(省)一 否,

(君
,
)}刀

氛< 君时
, , .只有分量忿

:

(5
.

la )

(5
.

lb )

(5
.

1。)

。: 一。0
。

一 Zt

一卜
X p

卜另(:
: 一‘五,〕〕

。一 Z t·。一

卜
· p

[
一篇(: 一 ; :

小
·

警]

(5
.

Za )

(5
.

Zb)

a : : = 1 2
.

0 e o s6+ 6
.

se x p〔一之(雪一君
:
)」+ 〔习

,
(务)一 12

.

0〕
·

[ 1一 e x p〔一几“一雪
:
)〕〕+ 否, (占)一 否, (套

:
)

“

(5
.

Ze
)

斌 3 a : : = {12
.

o sin s+ [ 6
.

8 一 6
.

se x p [一几(君
:
一省:

)」

+ 否, (雪
:
)一否, (雪

:
)〕e x p〔一凡(占一雪

:
)〕卜刀 (5

.

Zd )

上面的式子是由(3
.

1 3 )导出的但在斌
一

5 口
: : 式中增加 了一个乘子夕

,
这是考虑第三不变量

的影响
‘
姻

.

在文献〔1 5〕的图6中
, 当省二。

.

0 35 时
,

‘

al : = 22
.

5 ,
犷 感 a , : = 20

.

6 ,
按 此 取 刀二

20
.

6 / 2 2
.

5 二 0
.

9 1 5
.

这个问题后面还要讨论
.

参数 几及a/ R 之值确定如下
.

当君一省: 二 0
.

0 0 5时
, 图3中的a : ; = 7

.

6 ,
图 4 中的剐

一

3 al : = 16
.

4 , 后者包含继 续硬化部

分 1
.

2 ,

12
.

o sin 口。二+ 6
.

se x p [ 一 0
.

0 0 5完〕二 7
.

6 x 0
.

9 7 (5
.

3 a )

12
.

0 e o s 8
。

.
。
+ 6

.

8 (1一 e x p〔一 0
.

0 0 5幻 )+ 1
.

2

1
= i b

.

4 x U
·

97 X o
. 9 1 5 (5

.

3b )
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上面式中增加了一个系数。
.

97 , 是 因为a : : 下降与斌 3 几 : 上升速度的差别稍大于(3
.

6 )中的
s in o与。05 0 速度之差

.

没有这个乘子
, 从这些实验数据得不到实数 的解答

.

这是第三节中简

化假定砂为常值带来的结果
, 但影响很小

.

为此
, 乘 以 0

.

9 7 , 即允许该处的应力有误 差 3肠

(在实验误差范围之内)
.

(5
.

3 )之解为

元一 6 0 4
_

0 (5
.

生a )

另一
。

.

流
。‘·

(
‘二 {、)

一 2 2
、 (毖

.

4b)

理沦计算结果在图 3及 图。中用虚线表刁 ; ,
’

自与实验点足够接近
, 包括第二个 9。 拐角以后的

实验点
.

图 3上 ,
在 0

.

吐 < (君一咨
,

)< 。
.

呢 范围内的实验点石来有较大的实验误差
, 它与许多

实验〔‘ , ’。 , ‘。, ‘7 , 2 。“的乡” 。的结呆不符
·

(5
.

3 )中有附加的乘子 0
.

97
,

这涉及到本构方程(3
.

1 3 )适用范围的问题
, 说

‘

明于下
.

除了

弓{用这样的附加乘子以外
, 我们还可考虑其它办法

.

在其 它 (君一占
;
) 值处的应力值也 可用来

确定(与
.

3 )中的系数
.

屈服应力 酬 并没有精确的数值
, 并且许多金属 的拉伸图在超过屈服点

后的一小段 内
, 切线模量与弹性模量相差不 多

, 因此我们也
一

可在必要时选用略高 的砂值以使

本构万程熊与复杂加载的实验相符合
,
这是因为应力的第一部分按三角函数 规 律 变 化

, 如

(3
.

6 )所示
.

此外
, 凡值对于方程(5

.

3 )中的一些常数相当敏感
, 但应力分量的数值对凡值并不

敏感
.

例如
,
我们 曾狡几= 3 8 1

.

7及a/ R = 2 4 1
.

3计算图 3及图 4上的应力分量
,

这两个值与 6 4 0
.

0

及 2 2 5
.

3相差甚多
, 但计算的应力仍按近实验

,

只是在应力曲线的某些局部段落上的误差才略

大一些
.

关于应变路径理论的实验已有相当数量
, 但只有图3和图 理的大桥实验

〔‘“’
(黄铜 )给

出较完整的数据可供验证本文提出的理论
.

在某些其它发表的实验
〔“ , ’”’ (钢) 中

, 应力分量

变化的曲线也与文献〔1 2〕相似
, 因此可企望它们也可由(3

.

1 3 )表示
.

显然可企望(3
.

1 3 )能适用于没有突变方向的应变路径情况
, 因为滞后假定对 它 们 也 适

用 ,
特别是小曲率应变路径情况

.

后者 已为实验
〔” , “’所证实

.

对于曲线形状的应变路径
,
第三不变量的影响还难以计入

.

如果上面的例子也不考虑此

影啊 , 即(5
.

1。)和 (5
.

2 d )中没有乘子刀
,
我们可取平均值

, 即。 : :和澎 3 。 : :
分别乘以和 除以

斌 。一引 5 , 由此增加的误差不超过4
.

5肠
.

也有拉伸图 a 一。 和剪切图斌 3 r 一

刃斌 3 相 同 的材

料〔“‘’, 因而第三不变量并不影响其本构关系
.

六
、

结 论 和 附 注

1
.

应变路径理论 的实验
,

即有折线形状路径
,
也有曲线形状路径

.

实验材 料 包 括 黄

铜 ,
赤铜

,
软钢

, 铝合金 , 钢3 OX r CA 等
.

、

伊留申的两个假定得到证实
.

本文提出的本构方

程的理论 曲线与实验符合
, 可认为是可靠的

.

2
.

最常用的有限元以 位移为基本未知量
.

应变路径理论正好与其相适应
, 只是具体方

法尚待研究
.

3
.

有限应变情况下
, 首要问题似为应变的弹性部分与塑性部分之划分

, 许多论文致力

于此并发生争论
.

这样 的划分对于应变路径理论并不需要
, 因其方程中的应 力 由 全 应变表

示 ,
这有利于有限应变情况下弹塑性理论的发展

.
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