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摘 要

本文运用泛函分析和积分方程的方法
,

讨论了非均匀介质中声波的远场分布的性质
,

并 应 用

T o
xo Ho

。正则化方法讨论了不适定的逆散射问题
.

一
、

引 言

在经典的逆散射理论中
, 一般我们要从远场分布的信息中反构出散射物体的性质或者形

状等等
.

这是近年来被国内外学者广泛注意的一个研究领域
.

而作为逆散射问题研究的一个

方面 , 对远场分布的性质的研 究是相当重要的
.

近年来 ,
一 些学者陆续在这方面取得了一些

结果 , 并基于这些结果提出了一些求解逆散射 问题的新方法
〔” ‘弓〕.

本文中
,
我们运用泛函分析和积分方程的方法

, 研究了非均匀 介质中的声波
,
得到了一

些关于远场分布的性质的结果
,

注意到本文中的假设比其他人所用的假 设〔“’, 〔‘’
要弱 得多

,

更符合实际情况
.

基于这些结果
,

我们利用T o x o H o B正则化方法对不适定的逆散射问题进行

了初步的研究
.

二
、

问 题 的 提 出

考虑声波在具有紧支集的非均匀介质中的传播
.

设 c 。 为声波在非均匀介质之外的均匀介质中的传播速度
,
c( 劝 为声波在 x 点处 的传播

速度
.

由于非均匀介质 具有紧支集
,

可设 c( x )二
‘。,

}川 > R , 其中 R 为某个 正数
.

在 适当假设下 , 上述问题的数学描述为决定速度势函数 u( x)
,
其满足

么。u + 寿Z n (二)
u 二 o ,

在 R 3 中 (2
.

1)
u
(二)=

e x p [‘k二
·

a 〕+ u ,

(二) (2
.

2 )

{tmoo
r

(丫一
‘“二
)
一。,

一致地

这里 A 3 为 R 3 中的 L a p la e e
算子 , u s

(x ) 为散射场
; 寿》 o 为 波 数 , n 恤)=

c 。
/
c
(二 )

;

(2
.

3)

a 〔口口

.

江福汝推荐
.

上海市青年科学基金资助项目
,

并得到上海市科技发展基金部分资助
.
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程 晋

为入射波方向(a口 为 R ,
中的单位球面 ), r = }州

.

由我们假定
, 可知B = {x 〔R

3

}
n
(二)铸 1卜c B 。 ,

这里B 。 = {二 } 1二 }< R }c R
3 .

由〔5 〕可知 , 上述问题等价于下列 L ip p m a n n 一S c h w in g er 积分方程
。
(二 )==

e x p : ‘。二
.

。〕一、‘{{
。
。 (二

,

。)m (, )
。
(。)、。

J
。

j 刀 尺

其中 小(二
,

v)“ (4二 lx 一v l犷
’e x p [ ik !二一 9 1]为 A 3 + 秃

2

的基本解
, m (二)=

n
(x )一 1

.

这

们假定 lm l: 2
( M

,
M为正常数

.

以后我们均假定
s u p p m g B : .

远场分布 尸。
, k ,

a) 用下列渐近式定义
:

(2
.

4 )

里我

e ‘无沪
。

, , , 、 .

八 / 1 \
“’

L劣 ) = : 厂 L公 , 佗 , a ) 十口气
r ,

) Lr今 叻)

逆散射问题即是要从 F (分
,
左

, a )反构 出位势m (二 )
.

三
、

远场分布的性质

下面我们从 L ip p m a n n 一S e hw in g e r 方程开始讨论
.

记 m (y )“ 9 2

(, )
, Im g ) 0 (这里不要求 二 (夕)为实的)

.

考虑线性算子L
:

尸(B
,
), 刀(B

,
)

: f一 {{
。 。(二 )。(二

, , )。(。)f(y)、, ,

f。:
:
(。

: )

沪沙刀 扮

引理 I L 为紧算子
,

_

目 l引{( 2斌 , /斌 R M
.

一
‘

一
, 一 ‘

二
、 _ . 、

_ l( f
,

~
, 、

.

。 ,

!
_

R
证 首先可 直接验证

:

}l}
, ,

1叻 (x
,

y) ]
“
d川 ( 几泣

.

~ 同
’ 目 “ r ‘

~ ~ 一
‘

1JJ刀
*

’ 、 ’
口 了 ’

钊
、 4 汀

’

为证明引理的结论 , 只须估计
〔。’:

{{
。*

!{
。 }。(X

,

。) }
2

}。(x )。(。)}
2
、vJ二

(
[!{

。;

{{
。*

‘m (· )}
2

. , (·
,

。) !
2
、。、·

〕
“’

·

!{{
: 、

{{
。 !m (, ) ,

2

, , (二
,

y)一d 二d 。〕
“‘、
霖

M
Z

1)注

即得结论
.

因此对 L 一S 方程的另一形式

g (x )
u
(二)= g (x )

e x p 〔ik二
·

a 〕一 kZL (q
u
)

证毕

当矿镇斌 二 /M斌R 时有唯一解
, 利用 L 一S 方程

,

我们可从 (3
.

意到此时 妒L 为压缩算子
.

(3
.

1) 的解得到散射问题的解
.

利用 L 一S 方程以及 巾(x
,

y) 的渐近展开 式
,
我们可计算远场分布F (分

,

寿
,

a)
:

。
, , 、

庵
,

(「
厂 L劣

,
“

,
“) = 一 ; 二

J)
。 ”x ”L一’“劣

’

y 」沉又y )“Lg )“y (3
.

2)

其 中 , 〔a口
.

显然
, 当 协(g )= O 时 , F。

,

k
,
a )二0

.

关于远场分布 , 我们有下列结果
。



非均匀介质中声波的远场分布的性质

定理 1 设 寿
2

《丫 二 / M材 R , 给定 。(, )》 0 (或者 m (二)《 0 )
,
使 得 }!。{{

: ,
《M

,

{!
。

}m (, )}d y> 。
.

贝lJ对应的远场分布满足
:

JJ B 、 ’ “ “
“

口 ‘

一
‘、

“
’ 切 卜一 ” ‘

一 ~ ~
”

”
r勺

/

一
’

(蓬F (全
,

k
,
a ,

)}芬
= ;

)
土
= 魂0 } ,

(在 L
么

(口口)中)

这里{a
。

}为a习上的一 列互不相同的点
.

土表示刀(a口)中的正交补
.

注 文〔4〕中有类似结果
,

但我们的假设要弱得多
,

因而证明方法也有所不同
.

证 不妨设 。(x )》 o ,

取 g (x )一 m ‘/ 2

(x )》 0
.

定义向量空间 H
:

万 = s p a n 玉q(二 )j
‘
(九}二 l)Y 下(金)

, l“ o
,

1
,

2
,

⋯ , 一 I簇 。簇 l}这里 j‘(左}x {)为球 B ess e l函

数 , y T。)为球调和函数
仁7 ’, 之一二 / !川〔a口

.

万为H 在尸(B
。
) 中的闭包

,
H

上

为万在 刀(B
。
) 中的正交补空间

.

设 刀。)〔L
Z

(a口)
, 满足

:

{
。。F (‘

,

“
,
a ·

,币) d
s
(, , 一 ”

,

(一‘
,

2
,

⋯’

山(。)一
{
。。。(‘)一 p〔‘“,

·

, 〕d ·(, ,

利用 (3
.

2 )
, 我们有

:

}}
。(。)

u
(。)。(。)田(v)d。二o

J J B R

利用方程(3
.

1)
,

有

“一

{i
一

!{

(I + 寿
“
乙)

一 ‘

笼q (劣)
。x p [ ik%

·

a ,

] }g (v)阴(g )d夕
刀, 。

g (夕)
e x p [ ‘点,

·

a 二

〕(I+ k
Z
L 铸

)
一 ‘
(g w ) dy

这里 L 书h二

B 刀

({
。(二)。 (二

,

。)、(。)* (。)、。

J J 刀
刀

因为 {a
”

}言
一 ,

为日口上一列互不相同的点
,

_

比a g 为紧的 , 又利用

oo 孟

e x p [ ik夕
·

a 〕= 4二 乙 乙 i‘j:
(k }g })Y了(夕)Y 7(a )

乙. 0 仍 翻 一 乙

我们有
:

功二 (I+ 壳
Z
L 铃

)
一 ‘

(g 。 )〔H
工

写成形式

动 + 护L 朴功 = q 阴

利用 w (y) 的表达式
,
有q。〔刀

.

设 尸为L “
(B

:
)到万

占的投影算子
,
我们有

:

尸q 切= 0 , 尸。 = 仍

因此方程(3
.

3 )变成
: 。 + 矿尸L 赞勿 = 0

.

又由于 铲 l尸L划 < 1 , 则有劝 (二)二 o , 即得 妊 x )功(劝 = 0
.

不lJ用条件 }!
, (。)‘。> 。

J 户B 刀

(3
.

3 )
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可知叨在一个测度不为零的子集上为零
.

从 切(妇 的表达式
,

可知 二(g) 为解析 函数
.

利用非

零解析函数的零点测度为零的结论
,
可知 w (刃“0

.

因此 g (分)“ o , 即得结论
.

证毕

用类似方法可证

推论 1 设 m (x )》 0( 或簇0)
, 满足

:

l“ }}乙
:

( 斌 二 / 尸斌 R , 若 F (毛左
,

a) = 0 , 则 必有

m (戈)== 0
.

证明省略
.

注 这个结论不能从〔a1 中的唯一性定理得到
,

也不可以用类似「8〕中方法证得
.

当 k , a 固定时
, 可以把 F (金

, k 夕 a) 看成映 。(x) 到 F (之
,

k , a )〔刀(a口)的一个算子

F 二:

F 二(脚(二 ))== F (￡
, 秃, a )〔L

Z

(a日)

往意到这个算子是一个强非线性算子
,

相应的算子方程为不适定的方程
.

处理不适定的

算子方程的一种有效方法为 T 二 x o H
QB 正则化方法

.

这种方法已经被广泛地应用在实际 问题

中
,

为了有效地应用 T o x 0 0
0B 正则化方法处理不适定的逆散射问题

, 我们需要对这 个非线

性算子的值域和零空间进行研究
.

因为算子的值域和零空间的性质直接关系到正则化方法的

有效性
〔“〕‘ 〔“ ’.

为了给出远场分布的值域 的刻划
,
我们先证下列引理

.

引理 2 设 k , a 固定 , 任意给定

其 中 人〔L
Z

(B
,
)

,

2 }}hil: 2 ,
使得

, (* )一 竺{{
。x p : 一‘、*

.

, : * (, )J ,

任 J ‘ J 夕 B 尸

且 {I人}l五
:

( 心而房肠
么, 则存在位 势 “ (“)〔L

Z

(R
3

)
, s u p p m g B : , 孙m JJ

二 , (

F 尝(m )二夕(念)
,

注 此时 m (二 )未必为实函数
.

证 首先构造 城劣)
:

u
(二)二

e x p〔坛壳二

念〔a口

.

。 : 一、
“

{l
_

。 (二
,

。)、(。)d 。

J 尹方汉

利用 l
x : *

‘! , ‘
2

{{
。,

, (一。,“。, d。

卜么
(这里义凡 (‘)为 B : 的特征函数 )

, 我们有 l
u
(“ )j》 1 / 2

, “〔B : .

直接验证 m (, )二人(, )/
u
(x )

, 二〔B , 即为所求
.

以 R (F 约 和 N (F 约 分别记算子 F 委的值域和零空间
:

证毕

* (尸 : )一 {
二 : (。) } m 。:

2

(:
·
)

,

。二 {}一、
飞

2 一

之吴}
* (二 : )一 {

济(·) ! : : (m )一。
,

一 }、一、
芬汀吴}

我们有下列结论
:

定理 Z R (F 怎)
上 = 毛。}

.

证 取 。 (戈 )〔L
Z

(B
:
)

, m (二)》o ,

(f
, 、 ,

、
_

一
, , “ , ,

一 1 /二

JJ:
* 仍、劣 )“劣才 ”’ 且

“一川 11‘ ,

、 4 闷天
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根据定理 1 知
:

(笼F (全
.

k
,

‘)}荞
. :

)
土

二笼O}
.

又利用 L 一S 方程以及类似引理 1 的估计
,

我们有

“’·”, (
一

奋刀多
又 由引理 2 知存在位势 m 。

(x )
, 使得

:

F 您(二
,

)二F (念
,

k
,
a ,

)
,

(
n “ 1

,

2
,

⋯ )

~
” ” 一一

, .

一 1 / 二

且 l!峨
,

!}‘ ,
《 2“m u !I‘

,

《 萨口弃

因而我们有R (F 鑫)
山

二天0 }
.

从 引理 2 推导过程
, 易知下述结论成立

.

定理 3 N (F 二)今 {o }
.

证明省略
.

定理 4 若 玉a
。

飞补 :
为 a习 上一列互不相同的点

, 则 有

证毕

〕台

刀
;

刀 (F二
。

)一 {“}
·

证 设 m (劣)〔 n N (F 二
。

)
.

由于 {心 }慕 : 为 a。上一列互不相同的点
, a习为紧集

, 所 以

{a
,

}井
二 :

必有聚点
.

又因为 F (分
, k , a ) 为关于 a 〔a口 的解析 函数

‘’“’,
所以必有

F (全
,

k
,
a )= o , 分〔a习 , a 〔a口

由〔8〕中唯一性定理
, 立即可得

: 脚 (x )= 0
.

即得结论
.

证毕

下面我们讨论 当非均匀介质的分布为球形层 状时
, 远场分布的性质

.

此时 m (幻 仅 依赖

于 {川
, 远场分布具有一些好的性质

.

引理 3 设 二 ({川 )〔L
“
(B

,
)

,
}m

: 2
( 斌刃R /矿

, 则对应的远场分布成立
:

F (分
,

k
,

过a )= F (A
, 念

,

左
,
。)

,
劣 , a 〔口习

其中A 为R 3
中一正交变换

, A
,

为A 的转置
.

证 首先注意到 m (}戈 })= 沉(}A ‘ })
,

u
(x

,

“
,

A a )一
e x p〔‘“二

·

A a 〕一 * ‘

{{
_

J 夕刀刀

x 〔R 。

中(二
,

夕), (}y })
u
(y

,

k
,

A a )匆

= e x p。‘*、 , 二
.

。 : 一 * 2

(( 。(二
,

。)fn (}。})
“
(。

,

。
,

, 。 )d。

J 户 B 左

令 , = A伙 , 则有
:

u (, ,
,

。
,

月a )==
e x p [‘* *

.

。〕一* 2

{{ 。(*
,

歹)m (! , I)
。
(, ,

,

。
,

月。 )‘歹

沙声B 刀

利用 L一S方程的唯一可解性
,
可得

。
(A 二

,

k
,

A a )==
u
(二

,

k
,
a )

, 二〔R
3 , a〔a中

利用远场分布的表达式
:

F (至
,

掩
,

A a) = 一

令 g = A 犷,
我们有

护 ff
,

. , . ,
_ _ _ , . _ . 、

_ _

,
_ ‘

L 月 _ 、 J 二

‘JJ, , e 盆p L一 ’吕另
’

““仍、’“”u 、,
, “ ,

泥“声“沙
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一
_

, 、

k
Z ff

.

_ . , , ‘
_ _ , ,

_
. 、 , 」 _ , , 、 , _

岁 (恋声
,

月a 少一一
, _ 1 1 e x P乏

_

一价五
’

劣少」m L {圳 )做丑梦沂
, 一

挂a , a y
任汀 J J 万

k
Z ff

’

= 一
, _ 1 1 e X PL一价班

‘

劣
‘

y
_ ‘

拼气!夕{Ju L夕
, 斥 ,

a )a y
任几 , 护刀刀

~ F (A
产分

,

k
,
a )

即得结论
.

证毕

定理 5 若 m ‘
(“)

, ￡~ 1
, 2 仅依赖于 j“ l,

一

巨 }阴
‘

}J
:

( 斌 二/ R 牌
2 , F 才(m

,

)= F 委(哪
:

)
.

则必有 m ;

(二)= m Z

(二 )
.

证 设对应 m ‘

(x ) 的远场分布为 F ‘
(分

,

k
,

a)
, i“ 1

, 2
.

则根据假设 ,
我们有

:

F
,

(分
,

寿
,
a )= F

Z

(全
,

k
,
a )

设A 为R “中任一正交变换
, 由引理 3的结论 , 我们知

F
l

(云
,

k
,

A a )二尸
2

(云
,

k
,

搜a )

所以我们必有
:

F
,

(分
,

庵
,

0 )= F
Z

(全
,

k
,

0 )
, 念〔a口 , g〔a日

又因 为 }}m ‘
11
: 2

簇斌二/介 /矿
, 所以 L 一S 方程唯一可解

.

由〔8〕中结论立即可得 m ,
(劝一。式劝

.

证毕

这个定理的结论
,
使得对球形层状分布的非均匀介质的逆散射问题可用较简单的方法处

理
。

推论 2 若 m (x )〔N (F 土)
, 。(x )仅依赖于 Ix }

, 则必有 。(, )= o , 二〔R
3 .

在结束这节之前
,
我们叙述一个关于算子F 含的结论

,

这个结论是容易得 到的
.

定理 6 算子 F 吉在 {叫 l“ !}
; “

簇心 二/ R /矿全上是连续的非线性算子
.

证明省略
.

四
、

逆 散 射 问 题

卞面我们考虑一类不适定的逆散射问题
,

即给定 k
, a 。 , n ~ 1 , 么,

⋯
,

N
.

要从 {F (分
,

k , a 。

)}合
一 ;

反构出位势 m (x )
.

从 F (分
,

k
,
a

,

) 的表达式中可知 F (分
,

k
,

心 ) 为一个 关 于 分〔a口 的 解 析 函 数 ,
因 此 在

刀(口口) x ⋯ 火 L
“

(a口) 中R (F 态
,

) X ⋯ X R (F 盒
二
)是非闭的

.

所以这个问题是一个典型的不适
~

.

_
_ ~ 一 ,’ ,

~ _ _ 澎
N

定问题
: , : .

按 T o x o H
oB 正则化方法

,
上述问题可用下列泛函在 某个集合U 上的极小值问题来代替

.

T( m) = 艺 朋凡
,

(m )一凡岭(如 )

其中F
。

为巳知 a口 上的函数
.

T 。= m in T (m )》 0

显 然
,
若上述反问题的解 。。

(x )〔U
, 则有 T

。
“0

.

这样上述逆散射问题可化为一个求泛

函 丁 的极小值问题
.

在应用过程 中
,
我们通常取 U 为 刀(B

:
) 中的紧集

,
在 适当条件下

,
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拟解 (达到泛函极小的函数) 是唯一的
,

并且连续依赖于F
。

(幻
仁9 ’,

即这个泛函 极小问题是

一个稳定的泛函极小问题
,
关于拟解的近似计算可见仁9〕

.

当非均匀介质为 球形层状分布时
,

从定理5 , 6可知 , 上述逆散射问题只须取N = 1即可
.

此时泛函极小问 题 为
:

求 T ~ IF (全
,

壳
,

a) 一 F :
伽)”孙(。卿 在 矶 上的极小值

·

这里

U , “ {。(二) !二(x )仅依赖于 }二 }
,

m (二)〔U
, U 为L

Z

(B
:
)的某个紧集 }

关于上述逆散射问题
,

还有许多问题有待于讨论
.

作者感谢李明忠教授 ,
侯宗义教授所给予的鼓励和帮助

.
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