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摘 要

本文采用M tts k h o h sh vi h 弹性力学的复变函数和边界配位方法对不同形状孔口双边裂纹问题

进行了研究
,

计算了圆孔
、

椭圆孔
、

矩形孔
、

菱形孔等不同形状孔口 双边裂纹
,

以及 I型和复合

型等不同类型断裂试件的应力强度因子
.

本文方法简单方便
,

精度较高
,

与某些已有计算结果的

问题比较
,

本文方法所得的结果是令人满意的
.

同时
,

本方法可以应用于不同几何形状和加载条

件下的孔口双边裂纹有限大板的计算
,

是解这一类问题的一致有效方法
.

引 言

在工程实际中
,

不同形状孔口 双边裂纹是经常遇到的
.

计算这类 问题的应力强度因子
,

可以采用解析方法和数值方法两条途径
.

在 采用解析方法所研究的问题中
, B o w ie 〔” 曾用保

形变换的方法计算了圆孔双边裂纹平板
; N is hi ta ni 〔“j 采用体积力的方法分析了椭圆孔 双边

裂纹问题
; N e al 〔” ,

应用变换配点的方法计算了矩形孔 口 双边裂纹情形
.

在 以 上 分 析中
, 所

讨论的都是无限大板
, 并且仅限于研究 I型断裂情形

.

对于不同形状的孔口裂纹
, 采用的方

法也不相同
.

在采用数值方法计算的例子中
, N e w m a 澎

弓’
曾用边界配位方法研究过 圆孔或椭

圆孔双边裂纹问题的 I 型情形
.

作为最广泛应用的一种数值方法
,
有限元法虽然可以用来求

解不同的孔边裂纹问题
,
但 由于几何形状的复杂和应力集中的存在

, 计算时在这些区域要划

分很细的网格
,
从而使准备工作量和计算时间增加

, 而计算精度往往并不理想
.

本文在 N e w m a n 工作 的基础上
,

将边界配位法推广应用于不同形状
、

不同类型的孔口双

边裂纹问题
.

本文所提出的应力函数
, 计算公式及相应的计算程序可作为解决此类一系列问

题的有效方法
.

二
、

计 算 公 式

平面弹性力学的解可用复应力函数 功(
:
) 和 。(劝来表示

,
应力与位移分量与它们的关系

.

薛大为推荐
.
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可用以下公式计算
‘. , . ’
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二一 活)少

,
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,

二 、
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)一。(乏)一 (
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式中

巾(
二
)== 功

‘

(
:
)

, 口(
:
)二。

,

(
:

)

由这些复应力函数进行应力分析
, 平衡方程和相客方程将自动满足

,

边界条件
, 对多连通物体而 言还要考虑以下位移单值条件

:

(2
.

1)

(2
.

2 )

(2
.

3 )

(2
.

4 )

所需要考虑的只是

“

手
, (

之
, d一币

“(。“‘一” (2
.

5 )

力的边界条件可以采用不同方式来表示
.

用应力表示的边界条件为
a : 二

l
:

+ 丫二 , lr == X
。 , T : , l

。
+ a , , l, = Y

。

式中 l
, , l,

为边界的方向余弦
, X

。 , Y
。

为边界上外力的分量
,
氏

: ,

a’
, ,

和 (2
.

2 )确定
.

合力边界条件可表示为
‘5 ’

功(
z

)+ 。(乏)+ (
: 一 才)中 (

z
)== 一f

, + if
二

+ C s

式中 C , 为每一边界围道上的常数
,
合力分量f

:

和f
, 由下列积分式确定

:

,
:

+ *,
,
一

{
‘

(二
。

+ ‘:
。

)‘
:

(2
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6 )
r : ,
可 由 式 (2

.

1)

(2
.

7 )

(2
.

8 )

式中丙 ,
表示某一围道上的固定点

, 积分路径选取区域在边界的左侧为正方向
.

可以选取复应力函数为下列形式

功(
二

)二G (
z
)F :

(
:
) + F :

(
二
)

, 。(
二
)二G (

:
)F

;

(
二

)一F :
(
二
)

其 中

(2
.

9 )

卫 盆

G (习 二斌矛一了
,

F ;
(习 = 艺 E 解2K

一 2 ,

F :
(习 = 乙 F K 矛‘ 一 ‘

K . 一 H K . 一N

(2
.

10 )

式中待定系数 E K , F K
在 I型问题中为实数

,
在一般情形为复数

, a
为坐标原点到裂纹尖端

长度
。

对于式 (2
.

的
、

(2
.

10) 所给定 的应力函数
, 满足裂纹面应力为零的条件

〔“’, 因此对于裂

纹面无外力作用的情形
, 只需考虑孔边和外边界的边界条件

.

如果裂纹面作用有外力
, 只需

在献习和。(z) 表达式中加一 附加项进行处理
〔5 ,
”

.

由(2
.

9 )
、

(2
.

10 )两式
, 可得

中 (力 = 乙 E K

K . 一N

尤羚 l(2、一 1卜 (2、一2 )(旦)
“

〕

乞 F x
(ZK 一 1 )

二ZK 一 “

(2
.

1 1 )
K . ~ 万
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将函数功(劝
, 。(劝和巾(力的表达式代入 (2

.

7 )式
,
合力边界条件可写为下列形式

:

一f
,

+ 汀
,

= 乙 E K

K . ~ 万
l心

‘一矿尹一 + 。
2
一
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]
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!
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二一 : )
。o n sg
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、入Z 之

1
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〔(
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一 (ZK 一 2 , (置)
2

〕一
+ F (ZK 一‘)

二Z K 一

}
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.

1 2 )

"
乙
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三
、

圆孔双边裂纹问题

如图 1 所示 ,
一含圆孔双边裂纹 的有限大板受拉伸载荷作用

.

由于平板的应力分布具有

以裂纹线中点为中心
,
角度为 二 的周 期性

,
所以只需考

虑一半平板
, 同时位移单值条件也不需考虑

【. ’.

当角度

a ” O时
,

问题简化为 I 型问题
。

对于一般复合型情形
,

圆孔及外边界上配点如图 2 所示
.

在 圆孔边界
,
外力合力分量为零

。

在外边界
,
如果

!1
1川川!l

刃L十 丛 十 戈
十执

一

} 2

图 2 日孔双边搜故平板的边界配点

3 所示
.

如果采用图 2 所示的坐标系
,
合力分量

⋯
.
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图 l 圆孔双边裂故有限大板

坐标系如图 1
一

选取
, 则 f

二

等于 零
, j,

如图

f
:

和 了
,
容易由图 3 所 示的 了

, 分解而得
.

由( 2
.

1 2 ) 式 , 每个边界配置点可得两个实系数方程
.

未知数为E ‘ , F K
和C ,

.

其 中C , 可

由每个边界上的方程对应相减而消去
.

为了得 到更好的效果
, 通常在边界上选取较多的点

,

使方程的数目大于未知数的数 目
,
再用最小二乘法求解

.
-

当系数E K , F K
确定以后

, 应力函数功(目 , 。(劝及中 (z) 可由 ( 2
.

的 ~ ( 2
.

11) 、式确定 ,
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应力强度因子可 由下式进行计算
〔吕’

Kl 一‘Kl 二

l.ie 动而J 二的 列习

令K
。
二 。斌 丽云

, 则由(2
.

1 1 )
、

(3
.

1 )式
,
有

(3
.

1 )

r
.

厂
.

兰
截 一i贡!一

_

乙 ZE ‘了‘一 “

/ a

一 一 . 一 一 U
石 . ~ N

(3
.

2 )

为了和 已有的计算结果进行对比
,

首先考察 I型断

裂问题
,
在图 1 中令 a = O

’ ,

有关计算数据为
:

二 平板半长
:

h ~ 2
,

平板半宽
:

b ” 1 , 圆孔半径
: r “

0
.

25
, 正幂次级数项数

:

M 二 18 , 负幂次级数项数
:

N

二 1 0
,

圆孔边 界配点数
:

N
:
= 36

,

外边界配点数
:

N : =

N 。= N
‘
二 2 0

.

日 3 对应圈 1 坐标系的合应力分t f

对于不同的有效裂纹尺寸 与平板宽度 之 比a/ b , 由

(3
.

2 )式计算所得的应力强度因子K :

/ K 。之值与 B o w ie

及 N e w m a n 的计算结果进行对比并列于表 1 (在这 I 型

问题中 , K : 三 0)
.

由表可见
, 用本文方法所 得 结果与

已有解答符合得很好
, 说明采用本文方法迸行计算具有

良好的精度
.

进一步考虑复合型情形
,
令图 l 中的 a 从 。

’

变化到90
’ ,

其他计算数据同 I 型情形
.

计

算结果用图 4 和图 5 表示
.

由计算结果可知
, 当a = o

’

时
, K :

值最大
.

随着角度a 的增加
,

K ;
逐渐减小

.

当a = 45
.

时
,

K
, 取最大值

.

对应于角度 a 和 (90
’

一 a) 的情形
, 所计算的K :

值基本一致
,

只是当 a/ 6

比值较大时
, 它们之何才有一定的差别

.
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目孔双边级故 I型问班的计林结果

0
.

35 0
.

4 0
.

5 0
.

6 0
.

7 0
.

8 0
.

9

1
.

0 7 8 1
.

17 9 1
.

2 1 6 1
.

2 8 5 1
.

39 6 1 5 74 1
,

8 9 2 2
.

4 9吕

1
.

2 8 1
.

4 0 1
.

5 7 1
.

8 9 2
.

58

1
.

0 78 1
.

1 7 8 1
。

2 16 1
、

2 8 5 1
.

3 9 7 互
.

5 8 0 l
.

e0 4 2
.

6 2 5

四
、

椭圆孔双边裂纹问题

如图 6 所示
,
一矩形平板含有两条椭圆孔边裂纹

.

椭圆的两条轴长分别为Zd 和2c
, 裂纹

的长度为 a , 裂纹线与水 平坐标轴成角度 a
.

当a , 0时 ,
简化为 I 型问题

.

计算椭圆孔双边裂纹问题所采用的应力函数与计算方法与前节圆孔双边裂纹分析完全相

同
.

首先考虑 I 型情形
.

Ni
shi ta ni 〔2 ’曾用体积力的方法计算了无限大板含椭圆孔 双 边裂纹

I型问题
, 后来N ew m a nt 们用边界配位法进行了计算

.

为了与他们的结果进行比较
,
计算中

取平板的几何尺寸远大于孔和裂纹的几何尺寸
.

具体计算数据如下
:

平板半长和半宽
,

h二b二 1 ; 椭圆的水平轴半长
:

d = 0
.

01 ;
椭圆 的 垂 直 轴 半 长

:
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K : / 凡
人 :
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2
.

4

2
.

2

2
.
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1
.
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1
.

6

1
.
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洲一尸沪
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翻图 5日圆孔双边裂纹盆合型平板的K , 值

e = 0
.

0 0 2 5 , 0
.

0 0 5 , 0
.

0 1 , 0
.

0 2 ;
椭圆孔边界

的配点数
: 一

讨
:

龚犷漏邵苏鼻翁
配

,

霭蓄
倾

N
:

二N
。
= N ; = 3 0 ;

正幂次级数项数
:

M = 1 0 ;

负幂次级数项数
:

N = 8
.

.

可科
‘

咐
准

封

l
走1.众认众认认众认

一一
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·

, ‘,
·
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·
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·
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·
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·
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·
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为了与文献 〔9 2 中根 据 N is h it a n i 和

图 4 画孔双边裂纹复合型平板的K , 值 N e w m a n 结果所绘图形进行对比 , 引入 参数
‘

; = a
/ (

a + d ) (4
.

1 )

将应力强度因子K :
表示为

K : = a 斌二a F :
(

; , 。/ d ) (4
.

2 )

对应不 同的裂纹长度和椭圆两轴的比值
,
按照边界配位法计算得到应力函数系数 E K , F K 以

后
,

应力强度因子可按 (3
.

1) 或(3
.

2 )式进行计算
.

所得的应力强度因子系数F :
作为

‘和c/ d

的函数示于图7
.

将图 7 与文献〔叼中对应的图形进行 比较
,

{
, 。 不同的计算途径所 得 的 结 果 基 本一 致

·

同

} ! ! { f ) } { ) { !

.

以11引!
.

J竹l绍J
.

l仆

一

立一一行一立

一
{

}

0 了 0
.

2 仅 3 0
.

4 压 5 0. 炸 0. 7 认 3 0
.

9

图 6 树曰孔双边裂纹有限大板 田 7 浦日孔双边裂纹 I组问皿的尸 盆值
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时
, 随着

“的增加
,

即裂纹长度相对椭圆几何尺寸较大时
, 不同大小的椭圆两轴之比的计算

结果落在一条狭窄的分散带 内
,
说明这时椭圆的形状对裂纹尖端的特征量

- -

一应力强度因子

的数值影响甚小
,

因而也可按中心裂纹板计算公式进行近似计算
.

特别应该 指 出 的 是
, 当

s、 1 ,

即当d 与 a相比可以忽略不计时
, 不同c/ d 值对应的F : 曲线趋于 1 夕 这正 是无限大板中

J

合裂纹的结果
.

图 8 和图 9 还画出复合型情形的计算结果
.

具体计算数据同 I型情形
,

椭 圆 两 轴 之比

为
:

c/ d = 0
.

2 5
,

角度a 分别取 15
’ ,

30
。 , 4 5

’ ,

60
’

和 75
0 .

应力强度因子系数 F l
(

: ,

c/ d
,

a )

和F ;
(

; , 。
/ d

,
a )由下式确定

:

K : = a刚 。a F :
(

; , c
/ d

,
a )

,

K , ‘ a 斌 元a F ;
(

: , c
/ d

,
a ) (4

.

3 )

由图 8 可见
, F : 随着 a 的增加而减小

.

图 9 表明F , 在 a = 45
0 .

时取最大值
,

对应 a 二 30
。

和 60
。

或1 5
。

和 75
“

两种情形的曲线互相重合
, 还可进一 步表明

, 对 应a ,

90
。

一 a ,

90
’

+ a 和

1 8 0
。

一 a 的F : 曲线也将相互重合
。

这个结论与

圆孔双边裂纹 平板的计算结果一致
.

图 8 椭画孔双边裂纹复合型问题的F l值 图 9 椭国孔双边裂故复合型问孤的F , 值

五
、

矩形孔双边裂纹问题

如图10 所示
, 受拉伸的矩形平板含有两条矩形孔双边裂纹

.

矩形孔边和外边界的配点分

布如图n 所示
.

当 a ”。
’

时 , 问题简化为 I 型情形
.

对于无 限大板含矩形孔双边裂纹问题
, N e al 〔“’

曾经

用变换配位法计算了应力强度 因子
.

但如T a d a[
”’所指出的 , 当裂纹较短(

; < 0
.

2 5 )时
,

N e al

所给出的结果太大
.

为了得到较为符合实际的结果
, T a

da 给出了s < 。
.

25 时的应力强度因子

的估计值
.

为了改进矩形孔双边裂纹问题的精度
,
特别是给出

: 较小时的计算结果
,

并且讨论有限

大板几何尺寸对应力强度因子的影响
, 采用前述公式和方法对此问题进行了试算

.

为了与无

限大板 I 型问题的计算结果进行对比
, 取 平板几何尺寸远大于孔 口和裂纹的几何尺寸

.

具体

计算数据如下
:

平板半长和半宽
:

h = b == 卜 矩形孔口 宽度
:

d 二 0
.

01 ; 孔口高与宽度之比
:

c/ d == 1 / 8 ,
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圈 10 矩形孔双边裂故有限大板 图 11 矩形孔双边裂纹平板的边界配点

1/ 2 , 1 ; 矩形孔口每边配点数
:

N
:

= N
:
= 30

; 平板外边界的配 点 数
:

N
:
= N

‘
二N

。
= 3 仇

正幂次级数项数
:

M = 10
;
负幂次级数项数

:

N = 8
.

取(4
.

1)
、

(4
.

2 )式所表示的
: 和 尸 :

形式
, 对应不同的裂纹长度和孔口形状

,

所得的计

算结果与N e al 的结果一并列于图1 2
.

由图可见 , 当 s》0
.

25 时 , 两种方法所得的结果基本相

符
.

当 : < 0
.

25 时 , 采用本文方法计算的结果远小于N ea l哟结果
, 而 与T a d a 的估计值接近

.

由图12 还可看出
, 当 ￡ 和c/ d 值都很小时

, 尸 : 的变化不稳定
.

这是由于每边的裂纹尖端

与矩形孔口 的两个角点十分接近
, 对于一个很小的区域来说存在三个应力集中点

, 所以这一

区域的应力变化十分复杂
,
产生F : 的不稳定变化现象也就不奇怪了

.

图13 和图 14 表示复合型计算结果
,
有关数据如 I 型情形

, 孔 口高
、

宽之比为c/ d = 1 , 即

正方形孔口
.

随着角度a 的变化
, 应力强度因子系数 F : 和 F , 的变化规律同其他孔 口双边裂

纹问题一致
.

六
、

菱形孔双边裂纹问题

由于孔 口角点附近的应力集中
,

裂纹往往首先在这些区域产生和发展
, 因此研究孔口角

点产生的裂纹问题有实际的意义
.

由于数学上的困难
,
这类问题还没有精确解或有效的数值

解
.

采用 本文方法可以同样研究方形或菱形孔双边裂纹问题
.

·

如图15 所示
, 当a ~ 0

’

时 , 问题简化为 I 型情形
, 当刀一45

。

时 ,
这是正方形孔 口

.

这里

仅讨论刀= 45
‘

和 22
.

5
’

两种情形
.

其他计算数据与上节矩形孔口双边裂纹问题相同
.

当刀= 0
’

时 , 孔 口和双边裂纹成为一条 中心裂纹
,
这是一种极限情形

.

按本文方法所计

算的两种菱形孔双边裂纹问题与中心裂纹问题的计算结果一并示于图1 6
.

由图可 见
,
角度刀

的大小对 F :
值的影 响不大

,
原因在 于孔口 两边角点不再形成应力集中

,
对裂纹尖端附近的

应力分布没有大的影响
.

因而在 I 型问题中
,

一

可以将菱形孔看作一段裂纹
,
按中心裂纹结果
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!少

一
-

一一]

d 二 盛3
。

0
。

加

一氏 曳

(
~ 0. 匀

翻浦了下了下了万又, 瓦百顶;6 ‘ 7 0 8 认。

—
一书一一

图 14 矩形孔双边裂纹亥合型问皿的F : 值 圈 15 燕形孔双边裂纹有限大板

处理这类问题
。

图17 所示为 a 二 45
。

时的复合型计算结果
.

由图
一

可见 , 仅当 ;
较大时

,

不同刀值的计算结

果基本一致
,
这与其他形状孔口计算结果所得结论一致

.

但当
名较小时

, 不同刀值的应力强

度因子系数有较大的区别
,
特别是F , 相差较大

.

因此 , 在复合型情形
, 不能简单 地 将菱形

孔作为一段裂纹进行处理
.

七
、

结 论

本文采用平面弹性力学的复变函数理论
, 导出 了用边界配位法计算各种孔口 双边裂纹问
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圈18 费形孔双边裂纹 I型问厄的尸 I值 盆形孔双边裂故混合型向肠的F l 、

F , 位

题的应力函数和计算公式
, 给出了圆孔

、

椭 圆孔
、

矩形孔
、

菱形孔双边裂纹 I型和复合型的

计算结果
, 绘制了相应的力强度因子 系数 的图表

, 对工程实际有一定的参考价值
.

本文方法

简单实用
, 计算结果具有较好的精度

,

可用以计算更为复杂的几何形状和加载条件的孔口双

边裂纹 问题
.

本文是作者在 香港大学学 习期间完成的
, 张佑殷教授

、

胡振威博士给予了具体指导和帮

助
,
特此致谢l
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