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摘 要

本文采用满足相容条件的非协调有限元模型以解决全塑性分析中有嘎乖解的熬值精赓
,

卿题
·

文中讨论了该模型适用于全塑性分析的机理和判据
,

还设计了一个确定塑性极限载荷的算征
·

关扭橱 非协调 有限元 全塑性分析

引 言

有限元法已经广泛地应用于结构的弹塑性分析
,

但是对于结构的全塑性计算尚研究得不

够
·

应用表明
,

常规的有限元并不总是能胜任这类复杂计 算
·

在平面应变问题
、

轴对称问题

和一般三维体问题的塑性计算中
,

如果计算对象是刚塑性
、

理想塑性材料
,

或是硬化指数很

低的塑性材料
,
使用常规的有限元增量迭代法常常得不到理想的结果

.

例如
,
使用位移协调

元求解
,

将得到明显超过理论
、

实验值的极限载荷
,

更严重的是
,
在计多情况下

,

数值解根

本就不存在有与结构极限状态对应的极限值
.

这种现象是由于塑性理论中关于材料不可压的

假定冲琳橄
变

’

。“一uf’
‘一。

(l.l
)

导致了有限元离散系统 自由度的过分约束
,

放大了结构的刚度
·

文献〔6〕指出了式 (l
·

l) 是塑

性增量有限元解的加载收敛到极限载荷的条件
.

如此
,

可以看出
,

塑性增量解加载的收敛即

极限载荷存在与不可压缩性质在机理上的联系
‘

文献〔1〕、〔幻提出过多种极限分析的有限元格式和算法
,

但是
,

‘

这类算法并不直接解决

有限元弹塑性分析于塑性范围的精度伺题
,

与塑性分析增量迭代法的求解框架相差甚远
,

因

此很难为当前的一些大型有限元程序所纳入
.

对全塑性计算
,

约束 (1
.

均 导致的数值 困难
,

有些技巧能够解决
,

但都必须有专 门的数值处理过程
,

复杂了算法
.

通过合理设计有限元离散模型
,

以 自然反映约束 (1
.

1) 则是一条简单
、

方便
、

直接的途

径
,

这样
,
新单元既便于直接进入 已有的有限元程序

,

同时又避免了上列方法所存在的一些

不足
。

本文试图通过合理设计满足相容性条件的完备二次平面非协调元
.

来解决平面应变全塑性

分析中有限元解的数值精度问题
,
文中讨论 了该元素在塑性计算中加载收敛的不可压缩条件

与网格拓 扑判据
,

设计了一个确定塑性极限载荷的算法
.

.

徐次达推荐
.
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二
、

非协调有限元公式

离散体系的势能泛函可表示为各单元势能之和
:

“一
军H. 一

军届
一, ‘ (2

.

1)

其中 C为弹性矩阵
,

应变由位移u微分给出
:

e 二 D U

若单元为非协调元
,

则系统泛函为
:

H , 乙 17
,

+ △

对 满足弱间断条件的单元
,

A 值很小
〔。’,

势能泛函可仍用式 (2
.

1)
.

为保证解的收敛
,

位移

试解还必须满足下述条件
.

设弱间断非协调元的位移试解为协调部份与非协调部份之和
:

。二 u , + u ‘
.

(2
.

2)

对式 (2
.

1) 利用分部积分
,

则由非协调元离散系统势能泛函的驻值条件可导出非协调元的能

里相容条件
‘. ’:

军手
。: . “’n ’‘“‘d一 (2

.

3 )

若 式(2
.

3)中
, 仃简化为常应力 仃。 , 则上述相容条件就简化为 Ir o ns 的常应力分片试验准则

.

为了易于实现
, 式 (2

.

3 ) 代之以单片试验准则
:

币
_ _ _

n , 。d‘

J 口厂 .

(2
.

4 )

式中 n 为单元边界的方 向余弦矩阵
.

根据式(2
.

1)
,

(2
.

2 ) 与 (2
.

4)
,

便可建立下述四边形非协调有限元的刚度矩阵公式
.

设

取单元位移的协调部份为双线性插值 函数
:

}
一

鑫
丛

哎} (2
.

5 )

材口产

JI
、

一一U

, ,

r
, _ . ‘ 。 、 , _ .

IY ‘叫 不气1 + “‘) Ll + 刀‘刀)

相应的坐标变换
:

}
一

补唁 (2
.

6 )

为满足式(2
.

4)
,

按照生成非协调 函数的虚参数法
「7 ’取

:

“d 二 N、入+ N补入朴

其中 N : 二〔梦 峥2

〕
,

N 朴 = 〔占刀〕
,

酬为u d }

的一个分量
.

可得到
:

, ” = (N
* 一N , P石’P、

)入二N贯入

容易导得p . ,
p :
的显 式表示

.

由式(2
,

5)
,

(2
,

6)定义的单元称为 Q玩
,
而由式(2

,

2)
,

(2
.

7)

(2
,

5)
,

(2
.

7)
,

(2
,

6 )定义的
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单元称为N Q6 元 以 下的数值试验将会表明
,

与Q绿相比
,

N哪元有优良的数值性能
,
而

与此类似的 w n so n 元相比
,

易检验后者不通过 分片试验
,

有时的数值结果是不精确的
.

三
、

N Q 6元可确定塑性极限载荷的一个判据

根据式(2
.

2)’
,

(2
.

、

5 )
,

(2
.

1 0)
,

N Q 6元的位移可表示为
:

“= a :

+ b
二

省+ c :

刀+ d
:

君叮+ e 。

舀2 + f
:

泞2

v == a , + b , 雪+ e , 刀+ d ,雪斤+ e , 雪2 + f
, 刀恶

而式 (2
.

6) 可改写为

x = a
.

+ 刀
,

雪+ , , 冲+ d
:

重冲

y = a , + 刀
, 雪+ 下, 斤+ d , 占粉

又根据不可压性质(工
.

功
,

即可导得如下五个不可压约束
:

c ,

夕
, 一 b

:

, , 一 c ,
刀

:

+ 6 , , :

= o

c :

占, 一 d
:

, , 一 c , 占
,

+ d , ? ,

一 Zf
二

刀
, + Zf

,
刀

:

二 o

d
:

刀
, 一 b沪

,
一d ,
刀

:

+ b
,

占
:

+ Ze :

, , 一 Ze , ,
二

, 0

e 二

占, 一 e , 氏= o
,

f
:

占, 一 f
, d

:

= o

(3
.

1)

(3
.

2)

对口4元
,

式 (3
.

1) 中
e :

二 e , 二 f
二

二八~ o ,
于是式(3

.

2)减缩为三个不可压约束
.

’

网格细分时
,

离散系统的总自由度及约束总数都将增加
.

设网格单元数为‘
,

总数为作 , ,

容易证明
,

当网格均匀精化时有
:

lim (。
。

/”
一
)二 1

朴 时O( l

网格节点

(3
.

3 )

我们定义离散系统的 自由度总数与约束总数之比为尸
.

考虑 网格精化的极限情形
.

利用

式(3
.

a)
,

对0 4元有
:

.

R = 11。 (Z
n ,

/ 3
n 。

) = 2 / 3 < 1
’

(3
.

4)
丹

。

时 0 0

式中分母上的3表尔单元的约束数
,

分子上的2表示节点的自由度
.

劝N Q6元
;

R = lim ((Z
n , + 4 n e

)/ s
n 。

)二 6 / 5> i (5
.

5)
怜 心

闷 0 0

式中分母上的 5表示单元的约束数
,

分子上的 2表示节点自由度数
,

4表示单元的内自由度数
.

判据 (3
.

4)表示存在过 多的约束
, 以 致离散系统用Q 4元不能反映式 (1. 1)

.

判据(3
.

5)却表示

有足够的自由度供调节
,

离散系统用N Q 6元能反映 式(1
.

1)
.

因此
,

N Q 6元可以直接用于不

可压缩计算
,

进而推广到全塑性分祈
.

我们以平面应变悬臂梁及平面应变厚壁圆筒为例
,

对

不同泊桑比
v
作了计算

.

当, 二 0
.

49 时
,

0 4元的数值结果完全是错的
,

而 N Q 6 元却给出了与

解析解 非常接近的结果
.

第五节中将给出该类单元全塑性分析的几个数值结果
.

四
、

全塑性分析的求解算法

以下将N Q 6元推广到全塑性数值计算
.

易知 ,
塑性状态的应力增量与应变增量关系为

:

_

面二众 ,d “

由米赛斯屈服准则易导出平面应变弹塑性矩阵众 ,各个元素的显 式表示
,

它们是应力的函数
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于是
,

总体平衡方程组是一个与位移解 u 有关的非线性方程组
:

K(u )u 二 R (4
.

1)

式(4
.

1) 的求解可采用一般的增量牛顿法
:

B , “
”)J厂

犷

广..,J

K票
: A u票

: 二 R。
, :
一 (4

.

Za )

A u票
、

(4
.

Z b)

式中的 K票
、
取为 K盆柔

, 歹

= u留++产
)一 u票

、

即修正的牛顿法
.

选择载荷序列R ,
(吞二 1 , 2 , 3 , ” ‘

)
,

直至结构失去工作能力
,
此时的R , 记为Ra

,

郎为

所求的该结构的塑性极限载荷
,

同时
,

计算过程给出了结构各加载步的变形与应力
.

这个一

般算法我们称之为算法 A
.

用算法A 寻找准确的 R
,

工作量很大
,

邻近极限载荷时需要通过微调载荷增量才能求得较

华确的结果
.

周而
, 宜适当修改算法A

,

令加载至整个结构邻近屈服时
,

取消平衡迭代
,

改

用增量法
,

即式以
.

2a) 中令”二 1 ,

可改写为下式
:

K。
+ ;
△u。 + : == △R ·

+ :
(4

.

3 )

按以下步骤搜索
, 乃至求得极限载荷

.

l 设算法A 执行至第k 个加载完成
,

而后
:

(1 夕 取△R 今八R , + :
作为载荷增量 ;

.

(2 ) 计算相应的刚度矩阵K。 。

( 3 ) 解出△u , + , ;

( 4 ) 计算各单元等效应力
,

判别有无单元进入屈服
.

若无
,

则转(匀
,

否则转(6 );

,

(5 ) 以△R 。+ :
作为加载增量

,

继续加载
,

转(2)
;

( 6 ) 计算屈服单元中等效应力 口 最大者 与材料的屈服应力 J ,

之差
.

若 }行一 口:

}/ aa 《

0
.

0 0 5
,

转(7 )
.

否则
,

修改加载增量
,
么R 。

十 : , 。
.

6 1 8今么R , * : ,

转(2)
;

(了) 判断是否全部单元均已屈服
,

或位移出现大数
.

如是
,

运算结束
,

否则转(1)
.

(l) ~ (7)构成算法B
,

称之为增量搜索法
.

显然
,

算法A 与算法B 相结合确定极限载荷 比较恰当
.

算法 A 允许取较大的载荷增量
,

几次加载就能使大批单元进入屈服
.

剩余的单元用算法 B
,

使逐个单元或几个单元屈服
,

从

而能较快地达到精确的极限载荷值
.

若组成结或的单元数量少
,

则可只取算法 B 气 同样达到

精确的结果
.

五
、

计
一

算 实 例

用 N O 6 元 及上节的求解算法对下列实例进行全塑性计算
,

并分别与解析解
、

其它有限

元解比较
.

例 1 分析厚壁圆筒
,

取其 1/ 4的网格划分如图 1
,

E 二 1 o o ok g f/
c 二2 , v ~ 0

.

25
,

材料屈

服应力a. 二 60 00 鲍f/c m “,
在均布内压作用 下

,

分别用Q 4 、

N O 6元进行计算
,

其塑性区扩展

过程与极限载荷见表
·

1
.

图 1 中各单元内的数字表示 了塑性区扩展的次序
.

用 0 4 元计算时
,

在所有单元进入屈服后
, 还可以维续加载

,

这表明结构的离散模型尚能承载
,

因而水不出结
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澎一璐丫
。。。刹

一
Tn。。。一

犷

卜之吐一仁二塑匕别
. 1

二!
‘

}5-1
.

’

上

一斗叫

构的塑性极限载荷P
。

的值
.

N O 6 元当加载至

P
。

二47 78 时
,

位移出现大数
,

表明结构已经破

坏‘因而N 口6元的Pa 正表示了结构的塑性极限

载荷
,

与解析解 4 8 0 2的误差表明计算结果精度

优良 (Ik g f二 9
.

SN )
.

例2 分析开圆孔的方管
,

取其 1 / 4
,

结构

的网格划分如图 2 ,

L“ 2 5 Oc m , r ” l oo c m
,

E 二 1 5 0 0k g f/
e m , , v二0

.

2 5
,

作用有均布内压
,

屈服应 力 。 ,
= 60 00 k g f/

c m Z ,

塑性区 扩 展 过

程与极限载荷见图 3 及表 2
.

图2中的数字表示了用 N O 6 元计算时
,

塑性区的扩展次序
,

在

第4批单元屈服后
,

由图3可以看出
,

位移出现大数
,

表征了方管破损
,

这时的内压值p
,

即为

要求的极限载荷
.

图3表示了 Q4 元根本不存在压力夕的极限值
, 即使系统的全部单充都屈服

裹

\\一
\

_

单元类型

有限元解

Q4元

N Q6元

解析解〔宜1汉

衰 2

有限元解 弹性极限软荷 塑性极限峨荷

单元类型

Q4

N Qe

文[‘]

文〔目
.

解析娜11二

(不存在)
x‘往(2 8万 )

1 6 12
’

l肠性(3 a万)

1 6石.

18个单元全屈服

时 户 值

50 10(2 8N )

有 8 个单元不屈服

冬

1115 0 333 吸不仔在 JJJ

1113 8 222 1‘往(2 8万 )))

1113 3 888 1 6 12
’’

11111‘”(3 a万)))

11111 6石.
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后 ,
仍能继续加载

,

图中明显地反映了结构的刚度为Q 4元放大的情况
.

另一方面表 2中同时

列入 了文献以〕
、

〔母的计算结果以资比较
.

其中
,
括号内的数字表示离散体的节点数

.

例 : 分析带有边缘半圆开孔的长板
,

如图4
,

R 二3c m 、 E 二 1 5 00 kg f/c m , , , 二 0
.

25
,

两端均匀拉伸
,

网格划;分如图 5 ,

塑性区扩展 与极 限载荷见图6 及表3
.

图 5 中的数字表示了

用N O右元计算时又
/

塑性区的扩展次序
,

在第 n 批单元屈服后
,

由图 6 可以看出
,
位移出现

大数
,

结构破坏
.

油 N Q 6元再次得到了合理的极限载荷p
,
= 4 7 9 2 ,

而 0 4 元的极限载荷根本

不存在
, 即系统全部进入屈服后仍可继续承载

,

表中
‘

N
.
’

表示结构的节点数
.

卜卫公叫

4 8 15

43 a亏

坐
入口6

3 1
.

口2

一\严
元”

呼
性“”

兽二鲤
一
二三⋯

_
__ _

_
_ _

些
_ _ _ _

Q 4 { (不存在)

对 } ‘
{

_

_ _
_

_ {
_

_ _
_

N Q6

文献〔引

文献
仁‘1

解析解 [IOJ

4了, 2 (3 2N
.

)
4a皿(

一

t z3 N
.

)
4 7 0 4(6 6N

.

)

性个单元全屈服

时 P 值

5 8 7 5

e 个单元不屈服

⋯
4 5 : 。

}
4 3 0 5

六
、 .

结 论

(’) 满足相容条件卯非协调元能解决近不可压缩问题
·

( 2 ) 满足招容条件的非协调元韶解决全塑性分析中有限元解的数值精度问题
.

几个实

例的载荷挠度
·

曲线表明这类单元于全塑性范围内的数值结果精度优 良
.

3 ) 极限分析算法A 与算法B相结合能有效地解决大型复杂结构的全塑性计算问题
,

4) 本文的方法不需特别熟值处理即可为已有的有限元程序所纳入
,
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