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摘 要

基于广义伽辽金法的多变量有限元算法
,

增加了连续体力学有限元模型建立的灵活性
.

本文

利用它
,

通过数值试验的对比建立了一种高精度的含奇异性的裂纹单元
,

并对多变量奇异元的构

成进行了探讨
.

关抽词 多变量有限元模型
,

奇异单元
,

J积分

_ 己l 全扩
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在断裂力学 中
,

一个重要的问题是准确地计算出裂尖附近的应力应变分布
.

由于裂尖处

应力 (和应变) 的奇异性
,

若用常规有限元 (单元函数不含奇异性) 来计算
, 需用很密的有

限元网格
,

计算精度不高
.

因此发雇本身含奇异性的裂纹单元非常必要
,

并且吸引了不少研

究工作者致力于此
〔‘’.

构造奇异元
,

可以从不同的有限元模型出发
,

而包括混合元和杂交元

的多变量有限元模型在这方面有很大优势
〔“, 3 , ‘’. 对于多变量有限元模型

,

从精 度 和工作量

两方面考虑如何假设有关的单元变量最为有利
,

一直为人们所关心
; 并且也发现

,

有些已发

表的基于多变量有限元的奇 异单元并不能有效地反映奇异性
.

本文利用我们所建立的比较灵

活的有限元模型
‘“’
对此问题进行了探讨

,

并得到了一种精度高的裂纹奇异单元
.

本文〔5 ] 中作者提出了一种基于广义伽辽金法的多变量有限元模型
,
其列式过程分为两

步
:
第一步把单元视为边界位移暂时给定

,

用广义虚应力原理去求得与此边界位移相协调的

单元域内位移和应变
;
第二步由以上求得的单元应变通过物理方程求得应力

,
再对整个结构

采用虚位移原理使这里求得的应力满足平衡方程和力的边界条件
.

以小位移问题为例
,

令单元的区域和边界分别为 价 和 Se
,
广义虚应力原理的虚功方程

为

{
_ _ 。‘, 。。 , ‘。一 {

_ , ‘。, 。a ‘, d s 一【
_ _

。,。。 , ,
,

, d :

J 厂 e J 万 e J 犷 .

(1
.

1 )

对右端第二项实行分部积分
, 上式也可以写成

:

.

赵祖武推荐
.
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这里
, 匀 , 和“‘为单元的应变和位移

, 忍.
为哲时给定的单元边界位移

,

n, 为边界 S. 外法线方向

余弦
,

d丙,
为虚应力

.

广义虚应力原理应表达为
: 幻 , 和 。,

满足几何方程和位移边界条件的充

要条件是 它们对于任意可微商的虚应力6a ‘,
均能使虚功方程(1

.

1) 或 (1
.

2 )成立
.

在这里
,

各

种物理量的假设均不需要满足任何附加方程
,

使得在各种特殊情况下建立有限元模型 增加了

灵活性
.

方法第二步中所用虚位移原理的虚功方程和有限元位移法的协调模型 所 用 一 样
,

不赞

述
。

二
、

多变量奇异元的三种方案

为了求解弹塑性断裂问题的需要
,

利用我们在文〔5 〕中建立的多变 t 有限元模型
,

构造

了三种奇异单元用于裂尖附近
.

现在
,

针对平面问题并采用任意四边形单元
,

把各种方案分

述于后
。

第一种方案 在单元应变中包含奇异项
,

取单元位移和单元边界位移一致
,

都不含奇异

项
.

把应变和虚应力的单元函数取为
:

{君}二 [ e
, e , e . , 〕, = 〔P : 〕王a }

’

{占口 }二 [ da
。

d a , d :
, , ] , 二〔P :〕毛夕}

(2
.

1)

(2
.

2 )

其中
,

i 劣 , 劣/ r 。 夕/ r o 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 二 y 劣/ r o g / r 。

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

劣 g 劣/ r 。 夕/
r 口) (2

.

3 )

r.esse
�

舍只

{a }是 15 个待定应变参数
,

笼刀}是 15 个虚应力参数
.

式 ( 2
.

a) 中的 r
为以裂尖为原点的矢径 (见图 l)

,

O为反映应变奇 异性的指数
.

选单元和单元边界的位移插值 函数 同于位

移法的四边形等参数元
,

为
:

玉U }= {U }= 〔F 〕王a }
、

( 2
.

4 )

其中
,

〔““一

睁众
F : 0 F 3 O F ‘ o

O F : 0 F o O F -

{{{
333

( 2
.

5 ) 田1 任惫四边形单元

王q 卜== 〔u : v : u : v : “: 口:

在式( 2
.

5 )中,

F ‘= ( 1+ 氛占) ( 1 + , ‘冲) / 4

此处雪
. ,
叭是局部坐标

,

参看 图1
.

气 内〕,

( 2
.

6 )

(i = 1
,

2
,

3
, 4 ) ( 2

.

7 )
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列式的第一步
,

将式(2
.

1 )
、

(2
.

2 )和(2
.

4 )的函数代入广义虚功方程(1
.

2 )
,

应用虚应力

原理
,

可得到单元应变参数 {好与节 点位移{时间关系
,

写成矩阵表达式为

{a }二〔B 〕{g } (2
.

8 )

这里〔刀〕是 已知矩阵 (详式从略)
.

将式(2
.

5) 代入式(2
.

1)
,

得单元应变与节点位移的关 系

为

{。}。 〔P
:

〕[ B 〕{Q } (2
.

9 )

进而
,

利用本构方程可得单元应力与节 点位移的关系为

王a }二 [ D 〕{e }二 [D ]〔P
;

j[B 〕{g } (2
.

1 0)

[刀〕是弹性矩阵或弹塑性矩阵
.

列式的 第二步
,

对结构整体应用虚位移原理
,

以便使式(2
.

1 0) 表达的应力近似地满足平

衡方程和力的边界条件
,

据此得到求解全部节点位移的代数方程
.

应甩虚位移原理时
,

为方

便
,

虚应变和虚位移分别按式(2
.

1) 和 (2
.

4)的模式选取
.

求得节点位移后
,

可由式(2
.

1 0) 求得单元应力
.

第二种方案 令单元的应变和位移中均 包含反映应变奇异性的奇异项
,

单元边界位移仍

不含奇异项
.

与第一种单元一样
,

单元的应变由式(2
.

1) 和式(2
.

3 )给出
,

虚应力 由 式(2
.

2)

和式(2
.

3 )给出
,

单元边界位移由式(2
.

4 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

6) 和(2
.

7 )给出
.

而单元域 内位 移 分

为非奇 异部分 {U 。}和奇 异部分{U ;
卜 亦即

{U }= {U 。 }+ {U ; 卜; u ‘二 u 。‘+ u 、.
’

(2
.

1 1)

其中

{U 。}二 [F 〕{g } (2
.

1 2 )

〔F 〕和王g }由式(2
.

5 )
、

(2
.

6 )和(2
.

7 )给出
.

另取

、。 : }一干
“,

}一「
、 V 几 , ‘

r p o

0 r p ]{:;}
一〔M〕‘“‘

这里 只
: ,
元

:

为 奇异部分的位移参数
. r
为以裂尖为原点的矢径

,

数
.

为便于相邻单元的协调
,

边界位移仍统 一取式(2
.

4 )
,

即取

王U 。}== {口}; u o . 二忍.

(2
.

13 )

尸为能反映应变奇异性的指

(2
.

1 4 )

这意味着单元域内位移的奇异部分笼U
, }在单元边界上将在虚应力原理的意义下被消去

.

将式(2
.

1 1 )代入方程(1
.

2 )
,

并考虑到 式(2
.

13 )
,

得到

f
。。, 。a

‘, 、: 二 f
。。‘ ,

, 。a 。, ‘: + (
。: ‘ , , 。a ‘, 。: 一仁

。; ‘n , 。a ‘, 、s

J 犷
.

J V
叮

J 犷
.

J S
口

(2
.

1 5 )

对上 式最后一项使用格林公式
,

得

{
。‘, 。a . ,‘。一【

。。 . , ,

、
‘, J : 一 {

。; ‘。a ‘,
, , J :

J犷
. J V

‘ J 厂
‘

(2
.

1 6 )

将式(2
.

1 )
、

(2
.

2 )
、

(2
.

2 2 )和 (2
.

1 3)给定的函数代入 式(2
.

i e)
,

参数魂a }与节点位移王q }和位移参数{朴 间关系
,

写成矩阵形式为

{a }二 [ B : ] { q }+ [ B : 〕{只}

其 中矩阵〔B
,〕和〔B

:

〕可以求得 (详 式从略 )
.

式(2
.

1 7 )代入式(2
.

1) 后得到用 {时和{杆表达的应变

{
。}二〔P : ] 〔B :〕{口}+ 〔P : 〕[ B :〕{之}

利用虚应力原理
,

可得应变

(2
.

1 7 )

(2
.

1 8 )
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进而
, 利用本构方程可得用{时和{杆表达 的应力

{。 }二〔D 〕[P
l

〕〔B
l

j笼q }+ 〔D 〕〔P , 〕〔B
:

〕{还} (2
.

1 9)

在列式的第二步中用虚位移原理建立求解位移参数{时和 {朴的方程
.

但由于 位 移 参 数

{朴与边界协调无关因而在各单元中独立
,
可 以采用式(2

.

13 )表示的虚位移
,

分别对单 元 使

用虚位移原理先把它们解出
,

即把笼朴表为王时的函数
.

最后
,

对结构使用虚位移原理建立起

求全部节点位移的代数方程
.

第三种方案 让单元应变
、

位移和边界位移中均包含反映应变奇异性的奇异项
.

单元应

变仍由式(2
.

1) 和(2
.

3) 给出
,

虚应力仍由式(2
.

2 )和(2
.

3) 给出
.

至于单元域内位移毛U }和边

界位移 {口}
,

以 二 方向位移 “ 为例
,

取为

。二厄二a : + a Z劣 + a : y+ a 一劣y+ 寿 p
(2

.

2 0 )

其中
a , , 几

,

aa
,

a’和 几为位移参数
,
尸 仍 为反映应变奇 异性的指数

.

今取四边形的角点和

形心为节点 (图 1)
,

以节点位移“‘(i= z , 2 ,
3

, 4 , 5 )取代式(2
.

2 0 )中的位移参数 a ‘(i= z
,

2
,

s
,

4 )和之
,

则有

。二 [ l x 梦 二夕 r P〕[ T 〕
一 ,

〔。 : u : 。: u ‘ 。。〕,

(2
.

2 1)

这里
戈 : 梦: 戈1梦: r f

二 :
公

: 二 :夕: r
f

二。 9 3 劣。g : r
蓄

二‘ 9 . 二4 g4 r了
x 。 y。 二s y。 r雪

(2
.

2 2 )

厂...卜.....七

lI
, .JT一

.L

同理
, g 方向以节点位移写出的位移

v
表达式为

:

刀二 〔i 劣 v 戈v r p 〕〔T 〕
一 ‘[ 口: 口: 刀。 u ‘ 口。] ,

(2
.

2 5 )

接下去的推导和第一种单元类似
,

不再重复

三
、

算 例

通过算例对上述三种方案的计算精度进行了考察
.

为了比较
,

还取了一种非奇异元 (或

叫常规元) 的方案
,

就是在第一种方案中去掉式 (2
.

1) 和 (2
.

3) 给出的单元应变中的奇异

项
.

今取二个算例
,

一是含有中心裂纹的板
,

一是三点弯曲的板
.

用上述各方案的单元算它

们在线弹性情况下的J积分
,

这时应取奇异项之指数O = 1
_

.

5 ,
尸= 0

.

5
.

板的材料是铝合金
,

其 弹 性 模 量 E == 6 1 g o ok g f/ m m
Z

(6 0 6 6 2 oN / m m
Z

)
,

泊 桑 比 召= 0
.

3 ,

板 的 尺 寸 见 图 2
,

才 = 60 m m
,

L = 15 0 m m
,

板厚 t二s m m
.

取二种裂纹长度
,

分别为
a 二 1

.

7 m m 和 a 二28 m m
.

含中心裂 纹板的远 方应力 为 a 二 64
.

09 k g f/ m m “ (6 28
.

08 N / m m , )
,

三点弯 曲 板 的 集中力

P 二 2 0 0 0 k g f(19 6 0 0N )
.

利用对称性
,

对两种板分别取1/ 4和 1 / 2进行计算
.

其网格划分见图3
,

计算结果见表1和

表 2
.
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表 1 含 中 心 裂 纹 板 计 算 结 果 注
,

Ik g f = 9
.

sN

{ 理 论 解 非奇异单元

a 二 1 7 m m

0 = 2 8皿皿

J(k g f/ m m )

相对误差

J(k g f/ m m )

相对误差

3
.

94 4 5

0

7
,

7 2 6 7

0

{ 3
·

6 8 4 3

_ {
_ _

_

二
“

一

些丝
5

.

9 0 5 9

一 2 3
.

5 7男

方 案 一

3
.

6 8 4 5

一 6
.

5 9另

5
.

9 0 6 6

一 2 3
.

5 6拓

方 案 二

3
.

68 39

一 6
.

6 1劣

5 9 4 17

一 2 3
.

r 0男

方 案 三

3
.

93 2 1

一 0
.

3 2书

7
.

1 16 8

一 7
.

8 9男

表2 三 点 弯 曲 板 计 算 结 果 注
: Ik g f = 9

.

sN

理理理理 论 解解 非奇异单元元 方 案 一一 方 案 二二 方 案 三三

口口一 1 7 m mmm J(k g f/ 口口))) 2
.

2 7 9 000 2
.

13 3 222 2
。

13 3 888 2
.

13 3 777 2
.

2 6 6 333

相相相对误差差 000 一 6
.

4 。多多 一 6
.

3 7多多 一 6
.

3 7多多 一 。
.

5 6拓拓

aaa 二 2 8 m mmm J(kg f/ m m ))) 6
.

3 4 6 111
一一

4
。

5 3 2 333 5
.

8 9 7 555

相相相对误差差 000 一 2 9
·

4 5多 l 一 2 9
·

4 4%%% 一 2 8
.

5 5多多 一 7
.

1 9多多

立立立立
222甲甲甲

lll { ! } {{{

}
亨’

二

一上一二 犷
·

i_一
一

耳犷 {
一一

-

一
丝 -

一

一月

图2 中心裂纹板和三点弯曲板

四
、

结 论 和 讨 论

计算结果表 明
,

方案一与常规单元计算结果很接近
,

方

案二较常规单元的精度有所提高
,

但不甚明显
,

只有方案三

得到了较高的精度
.

可 以认为在上述多变量奇异有限元中
, 。

若只在应变 (或应力 ) 中加入奇异项
,

位移 中不加
,

其效果

是很不明显的
.

必须在位移 中也加入奇异项才能明显提高精

1了m m

2 8 m m

度
.

单元域内位移和边界位移相比
,

边界位移更 起 决 定 作

用
.

圈3 网格剖分图

应注意
,

由于在方案三中采用了整体坐标
,

又引入域 内节点
,

故在单元交界处位移是不

协调的
,

它是一种不协调元
.

我们也 曾在相邻单元间又单独设出包含奇异项的公 共 边 界 位

移
,

单元域内位移与边界位移的协调性通过虚应力原理近似得到满足
.

这种方案与上述不协

调元的结果很接近
,

可是方案三的不协调元的列式比较简单
,

故它在实践中是可取的
.

参
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,
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m e th o d 15 m o r e fle x ib le t o e st a blish a fin it e ele m e n t m o d e l in th e e o n tin u u m m e e ha -

n ie s
.

B y u s in g this a lg o r ith m a n d n u m e r ic a l te s t s a n ew s in g u la r fin it e e le m e n t fo r

e la s to 一p la s t ie f ra e t u r e a n a ly s js h a s b e e n f o r m u la t e d
.

T h e r e s u lts o f n u m e r ie a l t e st ,

, li o w th a t th e n e w e le rn e n t p o s s e s s e s h ig h a e e u r a e y a n d g o o d p e r fo r m a n e e
.

S o m e r u le s

fo r fo r m u la t in g a tn 砚lti一丫a r认ble s in g u la r f in it e e le扭e n t a r e a ls o d is e往s s e d in this

Pa P已r
.

K. y w o r d : m u lt i一 v a r ia b le fin it e e le m e n t m o d e l
, sin g u la r fin it e e le m e n t

,

J一 in t e g r a l


