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摘 要

本文用能量分析的观点探讨了用边界积分方程描述 H el o hol tz 外问题时
,

解的唯一性不 能

保持的原因
.

文中证明了
,

当利用积分方程来描述问题时
,

实际上将无穷远处的 So m o e rf el d 条

件改成了既适合于外向波 (辐射波)
,

又适合于内向波 (吸收波)
,

即整个系统的能量保持守恒
.

并根据此观点解释了保持唯一性的算法
。

关锐润 H el ln hol 你 外问题
,

边界积分方程
,

唯一性

己 !
,

劣
J . 厂习

在声波方程

_
。 r ,

1
V

“

口 留一二泛
~

‘

口ZU

口tZ 在刀中 (1
.

1)

中
,

引入U 二“ e x p〔f。门
,

则“满足约化的波动方程或 H el m hol : 方程

v 忿“+ 介
2 “

, 0
,

在D 中
’

(1
.

2)

这里
, “可以是速度势函数

、

声压等物理量
,

k = 。 /c 是波数
.

若D 是封 闭的有限曲面。D 围成

的内域 (记作刀
一

)
,

则方程 (1
.

2 )连同在aD 上的边界条件
,

构成内问题, 若 D 是以有限曲面

。刀为内边界的无限大外 域 (记作D
十

)
,

则方程(1
.

2 )连同在 aD 上的边界条件和无穷远处的

辐射 (吸收) 条件
,

构成外辐射 (吸收) 问题
.

外辐射和外吸收问题又统称为外问题
.

辐射条件确保波动是向外的
.

如果用 r表示到a刀上或D
一

内一定点的距离
,

则辐射条件为
u 二O (1 /

r
)

,

(1
.

3)

当r , oo

。“/ 。
r + ‘秃“二o (1 / r )

,
‘

(1
.

4)

而相应的吸收条件为

丁浩江推荐
.

” 现在浙江大学土木工程学系工作
.
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。 . 0 (1 /
r
)

,

(1
.

5 )

当 r令。

au /a r 一 i加二o (1 / r )
,

.

(1
.

6 )

这些条件统称为 S o

mm
o r fe ld 条件

r”
.

对于内问题
,
若在边界 aD 上系统与外界没有能量交换

,
系统能里守恒

,
则存在着实的

特征波数左
。

(, ~ 1
,

2
,

⋯ )
,

对应这些特征波数
, 。有非零解

,

系统发生固有振动 , 而对外问

题
,

即使在内边界 a D 上无能量交换
,

但 由于在无穷远处有能量辐射 (吸收)
,

系统能量不

守恒
,

对于任意实数掩
, “都有唯一解

,

即方程没有实的特征波数
.

然而
,

当我们用边界 积分方程来描述外问题时
,

解的唯一性不再得到保证
,
表现为对应

于 D ir ic 川et 内问题的特征波数
,

N e o m a n n 外问题没有唯一解
;
对应于 N e o m a n n 内 问

题的特征波数
,

D ir io hl o t 外问题没有唯一解
.

H e lm ho h :
外间题的边界积分方程的唯一性问题(以下简称唯一性问题) 曾被多次讨论

过
.

S o h e 立c k 〔2 ’利甩 F r e dhol m 积分方程理论证明了唯一性的失效
,

并联合使用 内 问题的

积分方程与原积分方程来克服这个困难
; Bur to n 和 M ill

e r 〔”’
利用原积分方程与其 求法向

导数后积分方程的线性组合来保证其唯一性 , 在文〔4〕中
,

将格林函数展成无穷级数的形式
.

这个格林函数满足内域边界积分方程所导出的无穷多个方程 (叫零场方程)
,

所得到的外问

题的边界积分方程有唯一解
.

K le in 二a n 和 R oa ch “ ’
对唯一性问题从数学理论上进行了系

统描述
.

近年来
,

有关唯一性问题的研究工作还在一直继续
‘“’“ ‘’‘’.

然而 , 以往的工作中没有对失去唯一性的物理意义进行研究
,
有的

〔3 ’,‘. ’, ‘7 ’
甚至认为根

本没有物理意义
.

本文用能量分析的观点探讨了用边界积分方程描述 H el m h ol tz 外问题时
,

解的唯一性

不能保持的原因
.

文中证明了
,

当利用边界积分方程来描述外问题时
,

无穷远处的边界条件

改成了既适合于外向波
,

又适合于内向波
,
导致整个系统能t 守恒

,

并根据此观点解释了保

证唯一性的算法
.

二
、

问 题 的 描 述

对 H el m hol tz 方程来说
,

存在以下六类问题
:

1
。

内 N eu rn a n n 问题 ,

问题 ; s
。

外辐射 N e u 也a n n 问题 , 4
。

外吸收 N e o m a n n 问题
; 5

.

外辐射

6
.

外吸收 D ir ie hle t 问题
.

现在以4
‘

与2
’

为例来讨论有关问题
.

外吸收 N eu m a n n 问题的控制方程和边界条件为
:

2
.

内 D ir ie hle t

D ir ie li le t 问题 ,

(八+ k Z
)。

。 ,

(P )二 0
,

(P )= 夕。 +

(P )
,

尸〔刀
+

尸〔日D

(2
.

1)

{
二
〔箫

(p )一“二‘p ,
〕}
一 0

+一.Ll. -护区口
.

月比

‘

‘�
。

n.r日
沪c. .‘

r P . 今 ‘劝

而相应的内 D i r i e 五le t 问题为

(△+ k Z )。
一

(P ) , o

“一

(p ) = f
一

(p ) ,
( 2

.

2 )
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其中 △ = V
Z , g 。 +

(尸)
,

f
一

(P )为a D 上的已知函数
.

可 以证 明
〔‘, ’,

对任意实波数k
,

由 (2
.

1) 式所描述的问题4
’ ,

以及由类似 (2
.

1) 所描述的

问题3
’ ,

5
’ ,

6
’

都有唯一的解
.

这些边值 问题也可以用边界积分方程来描述
.

假定aD 是光滑的
.

定义格林函数

。
,

~ ~
、

1 _
. , .

。 。
.

_

行’

廿
,

叨一4司户一切 ex PL 一’川厂一明 」 (2
.

3 )

二 ,

。 。
、

1
_ . ,

。 。
‘

_

行 , L厂
,

叼 )”
‘

互元!尸一 Q一e 工p L, 斤 t厂一叼 l」 (2
.

4 )

显然
,
‘. 和厚, 互为共辆复数

,

}尸一Q l是尸点和 O点之间的距离(R
。中)

.

外吸收问题的积分方程为

,
d 。

!
口·

;;::
。

) ·
。
(·

,

。。)-

一
; ;

。。):
d

一{
。。 十

(P )
,

。。 十

(P )/ 2

0 ,

尸〔D
十

P〔口刀

尸〔D
_

(2
.

5 )

这里 q 。 是 a D 上的一点
, a / a‘

。

是对 q 。

点的单位外法线 (朝 D
十

) 上的导数
.

引 入 。D 上的

N e o m a n n 条件
,

我们得到

1
。 材a +

又P
o
)+

‘

、

口口
。 , _ 、 ,

。

。。 “· ‘Lq
o
)如、. 气p o ,

q 。)a 。 。·

。。g a +

(q
。
)口

。
(夕

。, 。。)d s 。。,
P
。
〔口D (2

.

6 )

其对应的齐次方程为

白加
l刁qZU月

口a、,产少

�Uq
‘

‘
、

+a
材

DJ

1
。 u a +

LP
o
) +

‘

内问题的积分方程为

( p
。, g 。) d s q .

二0
,

P
。
〔口D ( 2

.

7 )

, 、

一 _
、

f0
,

J
d 。

l
”

飞二:00
’‘,

(p
, “。,一 (“

。

,尽,
’

橇宾
。

’
一

〕
“5 9 。一

}一
L一 “ 一

( P ) / 2
,

(尸)
,

尸〔D 十

P〔口D

尸〔D
_

( 2
.

8 )

显然
,

将 ( 2
.

8 ) 式中G , 换成口
, ,

方程 ( 2
.

5) 仍然成立
.

引入口D 上的 Di
r i c hle t 条件

,

我们得到的是关于问题2
‘

的第一类 Fr
e d hol m 方程

.

为

了得到相应的第二类 F r
ed hol m 方程

,

对 ( 2
.

5) 取法 向导数 口/a P0
,

并引入边界条件
,

于是

l a“一

(户
。

)
2 口n P。

+

I
。。 ”

需
。

’

黯
( p

。, “。, d s 。。

一*
:

.

{
。,
‘
一

(。
。
,且急

‘, 。 , 。。) d s 。一 p 。‘“D
( 2

.

9 )

对应的齐次方程为

; 嚓
。

, +

丁
。。 口“一

( g
。

)
a n q o

口G ,

a o p -
(P

。, 口。)韶
q . = o

,

户
。
〔口D ( 2

.

1 0 )

已经知道
,

方程( 2
,

1 0) 有实的特征波数 , 同时年存在以下定理
;
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定理 2
.

1 对应实的特征波数
,

方程(2
.

10) 有实的特征函数跳
。 。

证明 假定对应实特征波数k
,

方程(2
.

1 0) 有复的特征函数
“一 , .

将 (2
.

1 0) 中的 G , 换成口
, ,

方程 仍然成立
,

即u 一 * 仍是修改后的方程的特征函数
.

另一方

面
,

将
“一满足的方程 (2

.

1 0 )直接求复共辆
,

可以得到i
。是修改后方程的特征 函数

.

于是我

们有
u 一 。= 云一 * ,

即 u 一 。是实的
.

(证毕 )

为了证明定理 2
.

2 ,

需要用到下述的 F red hol m 定理
:

Fre dh ol m 定理 如果 k 是一个积分算子的特征值
,

则 寿是这个算子的共辘算子 的特征

值
.

定理2
.

2 方程(2
.

7 )和(2
.

10 )有相同的特征波数
,

并且方程 (2
.

7 ) 的特征函数也是 实

的
.

证明 如果注意到G 。
(P

。 ,

g 。)二 G .
(g

。 ,

P
。

)
, 则核

a G
.

(力
。 ,

q 。)_ 。G ,
(g

。 ,

夕
。

)
口n 叮。 an 户.

为核 口口。
(P

。 ,

q 。

)/ 口
n q 。的共辘核

.

由 Fr e d h o lrn 定理
,

方程 (2
.

7 )和方程(2
.

20 )有相同的特

征波数
.

仿定理 2
.

1 的证 明
,

由于 (2
.

10 )的特征波数和特征函数是实的
,

则由其共辘核定义的积

分方程(2
.

7 )的特征函数也是实的
.

(证 毕)

类似的结果可以推广到其它的外问题和相应的内问题的关系上去
.

总之
,

我 们 可 以 得

到
:

用边界积分方程描述时
,

在 N e o m a n 。
(D ir 让hl et ) 齐次边 界条件下

,

外吸 收 问 题 与

外辐射问题具有相同的实特征波数和实特征函数
.

三
、

物 理 意 义 的 讨 论

定理 3
.

1 在相同的齐次边界条件下
,

用边界积分方程描述的外辐射和外吸收问 题 表示

白勺是同一个问题
.

这是上一节结果的自然推论
.

由上节的定理易知
,

同一边 界条件的外辐射和外吸收问题

(即问题3
。

,
4

’

或问题 5
’

, 6
。

) 具有相同的特征波数和相同的特征函数
,

从而表示的是同一

问题
.

由于方程(2
.

7 )的特征波数是实的
,

即其波动是不衰减的
,

所以
,

由该方程描述 的 系统

的能量应当是守恒的
.

这一点可以从数学上给 以证 明
:

定理 3
.

2 由方程(2
.

7 )描述的系统内能量是守恒的
.

证明 由定理 3
.

1可知
,

(2
.

7 )描述的既是外辐射
,

又是外吸收问题
,

从而价必须同时满

足 (1
.

4 )和(卜 6 )式
,

由此可得
~ 。二 O (飞/

r
) (3

.

1 )

当 ,
斗。

a u
/ 口

r 二 o
(1 /

r
) (3

.

2 )

另一方面
,

设犷是速度势
,

即

犷= R e U = (
。 e x p [ 一 fo t〕+ 石 e x p [ io t〕)/ 2

则由内边界aD 和半径, 很大的球面S ,
所包含的体积刃内的能量E 可写成
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二 一

拼l关
一

户
, + , : 厂 , “

冲 (3
.

3 )

这里厂
.

二 a厂/ af
.

利用格林公式
,

方程 (1
.

1 )和aD 的齐 次边条件
,

可以得到

留
一

乐
r

价
皆dS (3

.

4 )

考虑到

;
‘。 (“

e : p 〔‘。‘〕一 。 , : p〔一 ‘“‘〕,

一

;(黔
, ”〔一‘、 +

癸一
p 〔‘。‘〕

)

二7
r

r
尸 ‘

a]口

笠一别丘
r

(u: 卜
。

霎
+ ·

豁
二 p
卜 2、。一 “

黔
二p「2。〕

)as

(3
.

5)

由 (3
.

1)
、

(3
.

2 )可知
,

当 , , 。 时
,

d E / df 、 0
,

即系统 由无穷远处吸收的能量为 零
; 加 上

内边界aD 对能量是封闭的
,

所以我们 已经证明了整个系统内能量是守恒的
.

(证毕)

可以证 明‘’3 」,

当“满足方程 (1
.

2 )和外辐射条件 (1
.

3 )
,

(1
.

4 )时
,

由(3
.

5 )式定义的d E /

dt ‘。
;
而将外辐射条件换成外吸收条件(l

.

5)
,

(l
.

6 )时
,

dE / df > 0
.

因此
,

我们可以说
,

利用边界积分方程无形中加强了无穷远处的边界条件
,

使其既适合辐射波
,

又适合吸收波
.

真正的辐射 (吸收) 应当d E / dt < 0 (d E / dt > 0)
,

这样才能使得系统能量不守恒
.

在定理 3
.

2的证明中
,

我们利用方程 (2
.

7 )的特征值是实的这一事实
,

导出 (3
.

1) 和(3
.

2 )
.

反过来
,

我们有

定理 3
.

3 在条件(3
.

1)
,

(3
.

2 )和齐次内边 界(a D 上)条件下
,

方程 (1
,

2 ) 有实的特征值

和特征函数
.

证明

。一

{仃
。

十

(v
Z·+ “

2·
)“d“

一{{{
d 。

乳占u d s + lim l{l
:

,
一

言犷
“·d s 一“

){)
。十

;
〔(, ·

,
’
一“

’·’〕““

。

Cf「 1 , ,
_

、 。 , 。 , , ,

。

= 一 o ! ! 1 。 。 LLV “ )
’

一 佗“““

Ja 舀才
J J J JJ + ‘

(3
.

5 )

这里已经用到 (3
.

1)
,

(3
.

2 )及aD 上的条件
,

于是

“: 一 S ‘
·

〔{{{
。十

(v 。,
: d“

/ l{I
n 十 。: d“
〕 (3

.

7 )

由于式(3
.

7 )的分子分母都是对称正定的
,

从而其特征值和特征函数都是实的
.

(证毕)

四
、

对保证唯一性算法的说明

尽经指出
,

用来保证唯一性的算法主要有三种
:

1
’

联合使用内域积分方程 和 原 积 分方
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程
; 2

’

使用原积分方程与其求法向导数后积分方程 的线性组合
; 3

‘

利用内域方程导出外问题

新的格林函数
.

算法 厂和 3
’

实质上是相同的
.

这里仅 以外 N e : m a n n 吸收问题为例来说明

算法 1
.

和 2
’ .

1
.

由(2
.

5 )可知外 N eu m a n n 吸收问题的边界积分方程为 (2
.

6) 式
,

而内域方程为

f
, 、

日心
; ,

~
、 ,

,
’

r
, 、

二
,

_
、 .

_ _ _ 一

l
_ “a +

Lq
。
)品一 t尸

,

q 。) a 0 9 。== {
. _

g 。 十
又q

。

)G , 戈犷
,

q 。) d 百 口
。 ,

尸七口
-

J o 。 甘 , . 9 0 J o ‘

(4
.

1 )

当k取对应(2
.

的的特征波数时
,

方程(2
.

6) 的解可写成
u 。 +

(p
。
)二

。二
十

(p
。

)+
。:

十

(p
。

)
,

p
。
〔口D (4

.

2 )

这里
,

时
十

为相应的特征函数全体
,

无指向性
; 心

十

是原问题的真解 (即外吸收解)
,

有指向

性
.

解(4
.

2 )还要满足 (4
.

1)
,

即
‘

、

a口
。 ,

。
、 , 。 ~ _ 一

。。 “; ·
气“。)

一

a ,

妥
.
LI’

, “。) a 。 ;
一 ”

,

“七“
- (4

.

3 )

由此导得
“二

,

二 0
.

这样
,

方程(4
.

1) 可 以看作一种补充条件
,

通过它可 以使(2
.

6 )解的指向性

得到恢复
.

在 (2
.

5 )的外域 (D
十

中 )方程中对办
.

求导
,

并令P . , a刀
,

则得

;
”·

宏
。
’+ 。。

灵!
。。

一 (、
。

,
aat :

.

(, 。 ,

。。, “S 。
·

a

口”户
。

将。D 上的条件代入(4
.

4)式
,

{
。。。“

会
, “

·
(, 。 ,

。。)“5 9 。一 。
,

, 。“”D
(4

.

4 )

并在所得式两端乘以 a ,

加到(2
.

的式
,

其对应的齐 次方程为

。

)+
·。 十

(。
。
)
嘿:

。

(, 。 ,

。。 , d s 叮
。

一(* )

黔
(, 。 ,

。。,“S 。
。
一”

。

!
碑

了..下.一o

+a孙P
‘

r
、

+O
份

,191

+ 与 (4
.

5 )

文〔3〕中巳经证明
,

当Im (a) 今 。时
,

方程(4
.

5 )只有零解
.

这一点也可以从物理上加以解释
:

在方程(4
.

4 )中令

a u 。 ,

(P
。

)
a n 户。 蕊

。二‘p
。
” P

。
〔日D (4

.

6 )

并考虑到

嘿二
。

(,
。 ,

。。

卜一

嘿:
。

(P
。, q 。)

,

p
。 ,

q 。〔口D (4
.

7 )

则方程(4
.

4 )立即变成方程(4
.

5 )
.

这说明式(4
.

5 )是具有第三类齐次边 界条件(4
.

的的外问题

的边界积分方程
,

由于 Im (a) 今 O
,

从而 a D 上有能量吸入 (或耗散)
,

使总系统的能 t 不守

恒
.

这样对于任意实的气 方程(4
.

5 )只有零解
.

[ 1 ] So m m e r fe ld

【2 〕 S c h ; n c取
,
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Abstra c t

F r o 过 th e p o 至n t o f v ie w o f e n e r g y a n a ly s is
,

th e e a u s e t h a t the u n iq u e n e s s o f

th e b o u n d a r y in t e g r a l e q u a t io n jn d u e e d f ro m th e e x t e r 元o r
H e lm h o ltz p r o ble m d o e s

n o t h o ld 15 in v e s t ig a te d i红 th is p a p e r
.

It 15 p r o v e d th a t the S o m m e r fe ld
‘5 e o n d it io n

a t th e in f in ity 15 e li a n g e d 5 0 th a t it 15 s u it a b le n o t o n ly fo r th e r a d ia t iv e w a v e b u t

a ls o fo r th e a b s o r p tiv e w a v e w he n w e u s e th e b o u n d a r y in t e g r a l e q u a t io n to d . s e r ib e

th e e x te r io r H e l‘ h o
l.t

z p r o ble rn
.

T h e r efo r e ,

th e t o ta l e n e r‘y o f the sy s t e m 15 c o n s e r丁

v a t iv e
.

T he tn a the m a t ie a l d e a lin g s to g u a r a n te e th e u n iq u o n e ss a r e d is e u s s e d b a s e d

u Po n th is e x Pla a a t io n
.

Ke y w o r ds e x t e r io r H e lrn h o lt : p ro b le m
,

bo u n d a r y i江t e g r a l e q u a tio n , u 公 iq u e n e s s


