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摘 要

本文研究在反平面集中力作用下
,

不同弹性材料界面上的共线裂绒问题
.

运用复变函数 的 解

析延拓方法并结合对奇性主部的分杭 获得了一般解 ; 求出了几种典型情况的封 闭解 ; 算出了应

力强度因子
.

本文解鲁的若干特殊情形
,

与前人成果吻合
.

通过比较
,

我们发现
,

在局 部对称加

载下
,

本文结果与同种材料的相应解答‘’1完全相同
.

关位润 反平面剪切
,

固体
一

固体界面
,

裂纹
,

复变函数
,

奇异解
,

应力强度因子

一
、

引 言

我们在文〔l〕
、

〔2 ] 中研究了集中载荷作用下不同弹性材料之间界面裂纹的平面问题
,
然

而据我们所知
,

相应的反平面问题
,

至今尚无理论解答
.

随着复合材料科学研究的进展
,

这

个问题获得了重要的理论分析与工程实用意义
.

本文讨论如 下问题
:

如图1所示
,
设剪切弹性模量为产

,
的介质 I占有上半平面S

+ , 剪切弹性模聋为拼
: 的介质

I 占有下半平面万一 约定相应于这两种介质的量以下标 1和2标记
.

沿实轴上区段乙= L : + 几

+ ⋯ + L
. ,

两介质互相连接
,

应力和位移保持连续
:

,

二
:

(t)二
,

必
2

(t)

。士(t)= 。 ; (矛)

(1
.

1)

(1
.

2 )

沿其余部分L, = L二+ L ; + ~ + L二
,

互相裂开
,

且无面力作用
:

‘

头
:

(t) ,
T

必
2
(t)= o t

以
‘

(1
.

3)

对于 ”条有限长裂纹
,

裂纹端点依次是 Q : ,
认; aa

,

久; ” ·

, ‘
,

b
, .

。 表示反平 面位移 ,

介
: , : , .

分别表示直角坐标系中反平面剪应力
.

设反平面集中力 尸作用在 S
,

(或S
一

) 内任意

点之。处
.
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二
、

基 本 公 式 推 导

反平面剪切的弹性平衡方程为

aZ切
.

a Z功
一

百牙葱十百了 = u (2
.

1)

其通解可由一个定义在所论域内的解析函数了(习表示
:

, = R e
f(z )

式中
“

R 。”

表示取实部
.

应力分量能够表示为

(2
.

2 )

日功 a功

“
,

’拼一系不
, 了, ‘’拼万了 (2

.

3 )

将(2
.

2)代入(2
.

3)式可得
r 一 ,
一i‘, :

== 拜f
,
(z )

式中
. 尹 ”

表示对 君求导数
.

(2
.

4 )

S +

I (拌
:
)

尸
公

11 (拌
:
)

S 一

⋯仁
,

肆
.

Ll 口乌

这样
,

反平面的弹性平衡问题
,

可归结为在给定条件下
,

求解析函数了
‘
(约

.

为了辜先确定本问题中应力函数尸(z) 的奇性主部
,

先研究如下问题
:

如图 2 所示
,
在剪切弹性模量为 拜 的无限弹性平面中

,

开有一个半径为 左的 圆 孔
, 孔

周迈界承受均匀分布的反平面载荷 石 且设无穷远处应力为零
.

设 : , : , : 。,

分别表示极坐标

中法线沿 r 和 口方向的面上的友平面剪应力
,

则有
’

介式t) 二一 q t〔!, }= R
、

‘ ’

(2
.

5)

由对称性可知
, e一

(t)= o t〔!: I, R (2
.

6 )

经坐标变换
,

(2
.

4 )式成为
: , :
一 i介

:
, 拼e x p〔10〕f

‘

(: ) (2
.

7 )

将(2
.

5)
,

(2
.

6)代入(2
.

7)式
,
得

t
, . , . 、 .

一
二

。
, _ _ 、

”金f
’

(t)一
“ 泛 }

z
! = R (2

·

8)

即

j
,

(t)二一刀g / 拼t 吃 !才 !“R (2
.

, )
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由 D ir ic hle七公式
,

并注意到无穷远处应力为零
,

I,( 幻 == 李二【 二卫旦/匹df 二
I

二亚
2 汀 , J I

:
I二尸 t一 z 拼

工
Z

(2
.

1 0)

令R , 0‘且保持2 二R q 二尸
,

由 (2
.

10 ) 式我 们便得到无限弹性平面在坐标原点处作用一反平

面集中力的解答

j, (习 ==
一P

2兀拼
(2

.

1 1 )

三
、

一般问题的处理

如图l
,

在S
+

内
,

可设

二 ; = R e
f

:
(
:
)

由(2
.

1 1)式有

君〔S
+

(3
.

1 )

+S仁卜别S

贬之

f ;(习 = M
z

之一之。
+ f

: 。
(
z
) (3

.

2 )

式中
,

M
: 二一P/ 2二拼: ,

f
: 。
(z )在S

+

内全纯
.

由(2
.

4)式有

介
z ,
一 ‘: 。

z ‘ == 拌:
f二(

z
)

将(3
.

3 )代入(1
.

3 )式得

Io f ; (t)二o t
已

‘

(3
.

3 )

(3
.

4)

由S o hw a : : 对称原理
〔‘’,

将f ; (
:
)越过L, 开拓到下半平面S

-

了;(: )== 孔(z) 正S
-

将(3
.

2 )代入(3
.

5)
,

并考虑到(3
.

2 )式
,

我们得到

j{(
:
) = M

: G (: )+ f
: 。
(: )

式中
,

f
, 。
(: )在沿L割开的全平面全纯

,

且

(3
.

5 )

(3
.

6 )

G (z) 二
1

2 一 2 。

十一上
_ _ _

之 ~ 君
。 (3

.

7 )

在万
一

内
,

设

, : = R e
f

:
(君)

同理
,

将f; (
z
)从S

一

延拓到S
‘

j二(: )== 了二(
:
) : 〔S

+

可知f ; (约在沿L割开的全平面全纯
.

考虑到(1
.

1)和(1
.

3)式
,

有

,

石(t )==
r

而(f ) 班全实轴

即

I过拼l
了二

十

(t)二I则
I
f二

一

(t) 戈全实轴

注意到实轴 上
,
彩二t ,

了盖不(叮== 了里
一

(t )
,

几二
丈了)== 几

+

(t)
,

(3
.

n )式成为

〔“
,

f二(*) + 料
,

f二(t)]
+

二〔拼l
j二(t )+ “,

f ; (t)〕
一

t〔全实轴

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

(3
.

12》
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—
二笙卫兰生二止鱼」吐里一一一一

—
一

根据推广的 Lio u vi n e 定理
,

并考虑到(3
.

6)及(3
.

9) 式有

。:
, :(

:
) + 。:

, : (
:
)==
尊

。(
二
)+ 刀

。

乙 口‘

之〔全平面 (3
‘

1 3)

式中D 。
为招定常数

.

下面考虑位移连续条件
,

将(3
.

1) 和 (3
.

8 )式代入(1
.

2 )式
,

有

〔R e
f

:
(t)〕

+
= 〔R e

f
Z
(t)]

一 t
以 (5

.

1 4 )

两边对 劣 求导数后
,

得
〔j二(t)+ 了灭万〕

+
== [ f二(* )+ 几万)〕

一 t
已

·

(3
.

1 5 )

f :
+

(t)+ j呈
一

(才)= f盆
一

(t)+ f盆
+

(t ) 才〔乙 (3
.

1 6)

将(3
.

13 )代入(3
.

le) 式
,

并经整理得

f ;
十

(t)+ f盆
一

(t)= N : G (t )+ D 补 t
以

.

(3
.

1 7 )

式中
尸 。二

JV
,

= 一
- 丁一一兀一一一砚~ 5 JJ .

=
兀L拼l + 拼: )

-

ZD o

拼: + 户:

由文[5 〕
,

(3
.

17 )式的积分形式解为

了; (z) =
X 。

(
z
)

2万f 打“ + X
,
(
z
)

·

氏(
‘
) (3

.

1 8 )

其中

x 。
(: )一直(

: 一。 , )
一

‘(: 一。, )
一

‘
(3

.

1 9 )

X 。
(之)是沿L割开的 z 平面上的一单值分支

,
满足

L im 〔X
。
(习

·

砂〕二 1 名〔S
+

!苦 l一OO

凡(二) = C 。二 .

+ C : 二一i + C : z , 一 : + ⋯ + C
-

计算出(3
.

18 )式中的柯西型积分后
,

我们得到

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1)

, : (: 卜X
。
(, ){“

(:

卜合
〔负

·
(二)+ 价

·
(: )+ G 一(: ,〕}

+

乎G(
·

卜半 (3
.

2 2 )

式中
,

休
。
(: )

, G , .
(: )

,

G oo (: )分别为(3
.

1 8 )式中被积函数(N
: G (: )+ D 份

)/ X
。
(z )在之= 2 0 5

丸和oo 处的奇性主部
,

不难由罗朗级数展开式获得
.

在几(: )的表达式(3
.

2 2)中
,

还剩C。,

C : , C : ,

⋯
,

C
.

及刀
份
共。+ 2个常数需要确定

.

这就

需要
。+ 2 个包含这些常数的代数方程

:
由无穷远处的受力条件

,

可确定两个常数。 其余n个

方程由位移单值条件导出
,

因为前面仅利用了连接线 L 两边 (S+ 与S
一

)位移的导数相等
,

为

了保证石上两边位移相等
,
还需补充在”个裂纹端点勿位移相等的条件

,
由各裂纹端点两边的

位移相等
,

有

[ 。 :
(b, )一切

:

(a , )〕
+

二〔. :

(6 , )一功
:
(a , )〕

一

(矛二 1 , 2 , ⋯ , ”)

(3
.

2 3 )

即



反平面集中力作用下不同材料界面共线裂纹问鹿 台0宁

rb , r6 ,

R “

J
。了

f二
‘

(‘)d‘一 ““l
。 ,

f ;
一

(‘)d ‘

旧
(3

.

2 4 )

注意到在L, 上
,

了呈(z)
,

了; (习的虚部为零
。

再考虑到(3
.

13 )式
,

得

「 「
, . 、 , . , . 、 .

尸 ,
, . 、

。 1
, .

J
: ;tL“

‘+ 拼, ) J iL‘) 十厄万行L‘)一口。

」
a ‘= U Ll = 1 , 艺, “

’
, ”) (3

.

2 5 )

四
、

‘

几个典型精确解

假设无穷远处应力为零
,

即有

f厂(ao )二f孟(co )二 o (4
.

1)

将(4
.

1)代入(3
.

1 3 )式
,

便知

D 。= o
,

D . == o (4
.

2 )

由(3
.

1 5)及 (4
.

1)式
,

有

C
。

, o (4
.

3 )

例 1 一条有限长界面裂纹

如图 3 所示
,

设界面上有一条从 a 到 b 的裂纹
,

在S
小

内任意点而处作用反平面集中剪力
尸

.

不失一般性
,

建立图示坐标系
,

使 a == 一 l, b二l
。

我们从通 解 (3
.

2 2) 式出发
,

此时
,

称 = 1

P
.

(
z
)二C :

(4
.

4 )

X 0(目 = l/ 斌孕习
「 (4

.

5 )

负
。

(z )= N :
斌可二西 / (‘一 z 。) (4

‘.

6 )

价
.

(: )= N
:
斌矶二子7 (

z 一男。) (4
.

7 )

G oo (之)二ZN
:

(‘
.

8 )

了: (·)菊矢户{cl
一

散
N

.

斌可二了f
.

—
个

N
:
扩云二几f

Z 一 之。 君一男。
+ 2二 :

]}
.

N
,
1 1

.

1 、

十 一石一一几二下一二一 十二
-

一石一 ,
‘ 、 ‘ ~ ‘ O ‘一 ‘ 0 1

(4
.

9 )

下面确定常数C : ,
由(3

.

2 5)式
,

并注意到(4
.

2 )式有

rl r
, 、 , . , . 、 .

P 。
, .

、
1

, ,

J
_ :

Lt“, + 户‘)J ‘L‘)+ 厄蔺
一

行“ ) ]
a ‘“” (4

.

1 0 )

为了从(4
.

1 0) 式计算出常数C : ,

考察如图‘围道积分

尸O

I (p
i
)

一二
共

一 , } ‘办
、、 召只

户

, z

L

I互(“: ) 0 0 ‘

田 3 . 4
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f 「
, . 、 , . , 、 .

尸 ~
, 、

1
,

甲 l气拌i + 拌: )J 三仁z )十气砚了行气之) la z

诬 孟 L “
‘ J

围道 刁 在通过割线 L 后在下半平面S
一

进入了X 。
(z )的另一支X 忿(2)

.

令刁收缩于 ab
,

不难得

出

f F
, . 、 , . , 、 .

尸 。
, 、

1
,

望
,

L气拼
, + 拼, ) 了‘LZ , +

.

~
.

不于妙Lz ) ]
a z == ” 之。, 忍,

在刀外 (4
。

1 1 )

由留数定理
,

注意到X 找活。)/ X
。
(忿

。
)== 一 1

,

有

2二‘「(
。: + ; :

)(一要
一

, : +
一

冬、
: 一e : + , : +

李
+

李、
+

共
、 2

1
一。

L 、 ‘ 乙 ‘ 乙 , ‘汀 」

C i = N
i

(4
.

1 2 )

j孟(习 =
一N

l

2澎了一护
业 ;三空洲醉李

一

1+李‘丁
里了 + 早万

一

、
z 一 名。 ‘一 多。 J 乙 、 ‘一‘。 子一 若。 ,

(4
.

1 3 )

由(3
.

1 3 )式
,

并考虑到D 。二0
,

有

了厂闭 二一孕
‘了;(z) + M

:

G(
:
)

尸1

(4
.

1 4 )

例 2 两条有限长界面裂纹

如图5所示
,

设界面上有两条等长的裂纹
,

裂纹端点顺次为一b
,
一 a , a ,

b
,

在S
十

内任

意位置z0 处作用反平面集中剪力尸
.

我们仍从通解(3
.

22 )式出发
,

此时”二 2

P
。

(z )= C : 君+ C :
·

(4
.

1 5 )

x
。

(: )= (:
, 一 a ,

)
一

女(: , 一。,
)
一

蚤 (4
.

1 6)

G : 。

(“)= N
,
斌诊孟一

a Z
)(

z 言一b万/ (“一‘。) (4
.

1 7)

G , 。(: )= N :
双万l一 a 么)(: 盔二石叮/ (‘一 忍。) (4

.

1 8)

G oo (: )== 2N
I之 (4

.

1 9 )

f“
·

,勺蔺二
耘荞

石叮[‘
c : 一 N

l
, ‘+ C :

N
: 斌作F 万巧丈万舌二巧与

Z 一君。
丛旦丈红一互鱼丈红三红
2 2 一乳

.

N
.

1 1

十
一 又
一!

一
~

二 一
万

一
十

乙 、 ‘一 多O

、)z 一乳
(4

.
」

2 0)

由(3
.

2 5)式
,

并注意到刀
。二O

,

得确定常数 C : 和C : 的两个方程

〔
(。

二+ 。:
), : (, ) +

釜
G (, )
〕

【(
, ! + , :

), : (, )+

釜
G (, )
〕

d t二O (4
.

2 1)

d t二O (4
.

2 2 )

a
�
D��b口

....J

!
J
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{
”

S .

I(沁)

二厂一 一 。 0

幼二少 、一 夕
11 (p

一
)

S ~

考察图
「

6 所示的围道积分

手
, : + A . 尸 。

, 、
1

,

L拼‘+ 拼, )J 三L之 ) +
脚

丽
一
行 LZ )j

o z

仿例 1 可得

f f
, . 、 , . , 、 .

尸 。
, 、

飞
,

甲
, ‘+ 刁Z

L气“
‘+ “, )J ‘戈‘)十厄不 以

‘)J
a , 二U (4

.

2 3 )

由留数定理计算(4
.

23 )式
,

可得

C : = N
:

(4
.

2 4 )

常数 C :只能由(4
.

2 1)或(4
.

2 2)式单独算出
,

将(4
.

2 0 )与(4
.

2 4 )代入(4
.

2 2 )式
,

得

r b C
。 , .

N
,

F f

J
。

万石花花王万砰二石巧
a ‘一厄一tj

_ 研闭一az) (z: 一护丁
(f 一丙)斌口石丙伊汤

葱
)

+

I:、易孚群票舞
一,df〕

一。
(4

.

2 5 )

由文 [8 〕计算出(4
.

25 )式中的椭圆积分后
,

得

X (茗
。
)H (甲

,

h
, ,

掩)
一一 一风月二石

玄

+ 二

J (4
.

2尽)
为一

+C :
二丝冲

_

「
ZE (k )L

鱼匹互为)旦互望迈
」

五2
b(

: 言一6 2
)

式中
,

X (力 = 扩
~

(诬屯石
百
)(子二乎了

, 丑(的是第二类完全椭圆积分
,

刀(沪
,

h
,

k) 是第三类椭圆

积分
,
且

b名一 a Z

6忍一之落

“一

之诊要
h, 一

纂簇 (4
.

2 7)一一
口

九
,

!

一
2

一一切

p、

例 3 两条半无限长界面裂纹

如图 7 所示
,

设界面上有两条半无限长裂

纹
,
一a , a为裂纹端点

,

集中剪力 P作用在上

半平面S
‘

任意点 z 。

处
.

这里
,
我们试图从例 2 的结果取极限得出

这个解答
.

在(4
.

20) 式中
,
令 b, oo

,

并往意

到(4
.

2 4 )式
,

有

S
+

I《丙)

U (脚)

S
若

一口 O
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, :间 一

派豁
二

〔气些宁贾
、
势霏卜李G(z) (4

.

2 8)

值得指出
,

我们在例 3 中取极限所得的结果
,

仍然保持了在无穷远 处 tD 士(O 二tD 百(t) 的

条件
,
因此(4

.

25) 式只是描述了在无穷远处上下两个半平面仍相连接
,

或者说
,

实际是两条

有限长裂纹
,

因为裂纹很长
,

把它作为两条半无限长裂纹处理的情形
。

关于含两条半无限长

界面裂纹的更一般情形及处理方法
,

我们将在另外的文章中详细讨论
。

五
、

应 力 强 度 因 子

我们采用文〔6] 的定义
,

计算双相材料界面裂纹 l 型应力强度因子
.

凡一澎
,

-

面蔽 }黔 澎万习内j;(
‘
) } (5

.

1)

1
.

一条 界面裂纹
,

任意位置受集中剪力

如图 3 情形
,

将(4
.

1 3 )代入(5
.

1 )式
,

得

。 内尸 「斌可习f
,

澎百轰二lf l

八 ‘
一一汉瓦不风)万丽L一‘可一十一了而i一」

(5
.

2 )

2
.

一条界面裂纹
,

裂纹面上受集中剪力

图 3 中
, 当礼 , t , t为上半平面裂纹面上任意点时

,

我们得图8情形
,
由(5

.

2 ) 式得

凡一

湍
牙

斋洛 (5
.

3 )

令 t、 0
,

便得图9情形
,

由(5
.

3 )式得这种情况下的 I 型应力强度因子
:

K
, 二

拌几,+ 拼
2 斌

月

丽f
. (5

.

4)

!
.

.

.

鱼一O,
.

伙一
.

补

乞亨.

尸卜
‘

甲工工J.

S
十

I (P , )

fl (“
:

) 一1

S 一

3
.

一条界面裂纹
,

裂纹面上受一对剪力

利用 (5
.

3) 式和叠加原理
,

便得图 10 情形

, _ P {月不
几 . ~

‘

了下厂闷不了
(5

.

5)

我们发现
, 此结果与同种材料的情形

〔7 ’
一致

。

4
.

一条界面裂纹
,

裂纹面上受均布剪力
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如图n 所示
,

在上半平面裂纹面上
,
任意区段(a

.

b) 受均布剪力P
.

由(5
.

3 )式积分得

K. 一乒

黯乃口正蔚
一

之正蔚
+ 2

(sin
一

J享
一 s*。一

了
l一b

2 l )] (5
,

6 )

当。二 一l, 6 = l
,

剪力布满裂纹面时
,

K s 拼s
P

拜l + 拼:
扩冠 (5

.

7 )

5
.

两条界面裂纹
,

任意位置‘受集中剪力P

如图 5 情形
,

将(4
.

20) 代入(5
.

1) 式
,

并考虑到(4
.

24)
、

(4
.

2的两式
,

在裂纹尖端 劣 = 。

处

K
,

二一沂= 下丫月翌

一
二

一
二

乙、仔几十拼: ) V 兀 a LO
“

一 O
‘

)

召尹 了一五‘
一「

-

全红兰立匹几些红
.

lEl( 介) L
一

b(之言一护)

+ 玉卒契乒(婴
」

互1 + 二

1+ 孕孕
.

+孕智斗
二一。

。、汤 0

一U 1 J . 一‘O ; ~
二

u ee 刃 O J

幽盆

(5
.

8 )

在裂纹尖端x 二台处

。
.

婉尸 ( b 「

八 ’“
‘

又可而万了丽砰二丙t万酥下L

二。X (: 。)H (.
,

h
,

k)
一一飞(月一bl)

男。X (忍
。
)H (甲

,

h , ,

吞)
b(艺孟一b名)

+ 二

卜兴
+

鲁} 笑二6 (5
.

9 )

6
.

两条界面裂纹
,

裂纹面上受集中剪力

S +

l (杯
:

)

11吸脚)

S 一

占+ l

: ’

甲
r

站纵
:

一 1 a 0 6 1

n (“
,

)

S 一

S
+

I (p 一)

一 6 一 a 0 0 才 b

11(口: )

S
-

七r尸

.

1山一O

. 1 0 . 11 . 12

如图 1 2
,

设界面上有两条等长裂纹
,

集中剪力尸作用在上半平面裂纹面劣二t 处
,

注意到

在裂纹面上
,

勒二活。二t

X (z0 )二X (艺
。
) . X (t)

在裂纹尖端劣‘。处
,

由(5
.

5) 式
,

令2 . , 才,

得
。 拌尹 fbX (t) f t刀(甲

,
h

.

吞)
几”

一

灭丙孙刃丽蔺蔺顶万芍欧丙yL
一
百石仁砰

.

打 1
.

X (t ) 、

十
.

刃改万」十
~

碑宇了
万 , 。 (5

.

10 )

二
.

bZ一a Z ,

I
一
丁尸了

式中
,

甲= 厄
一

, 八巴y 二矛f
, R 留衬 l 一矿

在裂纹尖端‘ , b处
,
由(5

.

9) 式
,
令介”t, 得
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K , =
拌: P

飞可千风)万
二

面灭歹汤万

一
.

X (t) 飞
.

r 一下万飞万矛玉凡一 I, ~ 一「
-

了
.

r
‘了、 、‘j J

一
. J

一

嘟扛
t汀(少

,
h

,

寿)
b(t

名一6名)
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,
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