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摘 要

本文计算了在增长的螺旋扰动引力场中恒星响应的非线性效应
.

结果表明
,

这一非线 性效应

会导致 Q 值的增加
,

从而降低增长率
.

对于振幅很小
,

增长率也较小的螺旋形模式
,

O 值增加较

慢 ; 对于振幅较大或增长率较大的棋式
,

口值也增加较快
,

从而有效地抑止振幅的增长
.

这一调节

机制是使得由线性理论所得出的增长模式最终达到准稳状态的原因之一
、

曳口于r.

关份一 星系密度波
,

螺旋结构
,

恒星非线性响应

引 言

旋涡星系的现代密度波理论
,

经过林家翘及其合作者们近20 多年的努力
,

已取得很大成

功
.

不但对于
“

缠卷困难
” 和大尺度规则周案的存在 能 给 出 自 然 的 解 释‘” ,

而且已能对

H o b bl e 分类的动力学机制给出一个简单的物理图象
:

当盘质童 (与总质 量 相比) 较低而恒

星弥散速度也较低时
,

得到正常旋漓星系
,

当盘质 t (与总质最相比) 较高而弥散速度也较

高时
,

得到棒旋星系
‘卜

. ’.

在迄今为止的密度波理论 中
,

绝大部分研究者都采用了线性近似
.

而非线性效应的研究

仍是很 困难的课题
.

本文讨论 了非线性效应的一个方面
:

当星系中存在由线性理论得出的增

长模式—
即增长的螺旋形扰动引力势时

,

恒星的运动 以及恒星的弥散速度将如何受这一增

长模式的影响 ? 我 们将指出
,

当计入非线性效应后
,

恒星弥散速度会增长
,

从 而 降 低 增长

率
.

这将是由线性理论得出的增长模式最终会稳定下来的物理原因之二
.

二
、

单个星对增长螺旋扰动引力场的非线性响应的数学提法

我们仍将星系中对螺旋引力场有响应的
“

积极盘
”

(熙 tiv“ di s
k) 简化为无限薄盘

.

设

{犷
,

0
, 2 卜为以星系中心为原点的柱坐标

, : 二 0 平面为星系平面
, r 为到星系中心 的距离

,

口增加的方 向为星系旋转的方向
.

考虑满足初始条件

, 国家自然科学基伞资助课礴

二 梦含芬
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写成 ,
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由于恒星运动的轨道在r 二 r 。附近
,
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,

而
、
为在轴对称基态引力场中

,

恒星在 , = r 。 附近径向振荡的固有频率 (
e Pi c y o h 。
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.
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r
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:

、 ,
= Zr 。口口

‘
+ 4口

2

(2
.

4 5 )

在我们寻求各级解之前
,

我们先来引入共动子系综的概念
.

-盆弓‘.

三
、

共 动 子 系 综

我们的目的并非研究单个星在增长螺旋引力场中的非线性响应
,

而是研究恒星的集体行

为 (例如 弥散速度) 如何受该引力场的影响
.

弥散速度是局部的一群星中每个星的个别速度
与该群星平均速度偏差的均方很

.

当嵘旋扰动力场存在沁
,

在圆周
, 二 r 。 上

,

平均速度仍然

依赖于e
,
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.
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,

我们考虑 , == r 。,
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,
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.

1) 中二
: ,

气
,

刁
,
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.

则容

易看出
,
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,

在运动过程中不会始终保持在一起
,

因而在以后 某一时刻

t ,

该系综 中的弥散速度并不代表我们所寻找的局部弥散速度
.

为此
,

我 们将只 保 留 x ;
为独

立的随机变量(以反映初始时刻的径向速度弥散度 )
,

而对气
,

刀
,

d的取法加以限制
,

以保证

所得的子系综在运动过程中仍然保持在一起
,

从而这一
“

共动子系综
” 的径向弥散速度才能

近似代表我们所寻找的局部径向弥散速度
.

更具体地说
,

我们要求共动子系综的星要以零级

解为中心作振荡
.
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,
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, 2
= o

,
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.
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,
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“
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”
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,

定出刀和乙对于 二;
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.

, :
为固定量

,
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, 由于初
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.

]
.

)式〕
,
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向弥散速度随时间的演化
.

根据观测
,
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,
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“ 以及 刁 : 和 氏将 由初始条件( 4

.

3)
、

( 4
.

4 ) 以及
“

共动 , 条件定出
.

首先
,
我们要求共动子系综 中的所有星要在零级 解 r 二r 。,

口= e 。二口t + a 附近振 荡
,

亦即要

求( r : ,

8 : )
,

( r : ,

0 : )
,

⋯均在( o
,

o ) 附近振荡
.

于是应令
c : 二 0

, c ‘二 0 ( 4
.

8 )

于是

介,
,

c : s in 时 + c l c o s “t + 二ae x p〔, tj〔(夕, : 一刀y
: ) s i n (刀t + m a )

+ (夕g : + 刀g : ) e o s (刀t + m a )〕
’

( 4
.

9 )

和

‘ 2口
,

二
, 、 .

劣 , _ ,
,

, 。 , 。 、

口 ,
= 瓦万气

“‘c o s K ‘一 “, s‘n “‘) + 可
~

“工p Ly r J LL , y , 一 p y‘少

·

s i n (刀t + m a ) + (即
‘+ 如

:
)

e o s (刀t + m a )〕

将初始条件 ( 4
.

4 )代入 ( 4
.

9) 和 ( 4 ; 10 )得到确定c : 和勺的方程
.

( 4
.

10 )
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’

张
·

彬 岳
‘

曾丫 元

{
于:

(0 )”
e :

+ x :

〔(? , : 一刀夕
:

)
sin o a + (即

:

+ 刀, ;
)

e o s m a 〕二 x ;

‘
, _ 、

2口
口一L U ) = 一一r o 仔

e , + 宁
一〔(, 夕3 一刀夕

‘
)

s in o a + (, y‘+ 刀夕
。
)

c o sm a 〕
, O

劣 3

= O

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

由此定出c ,

和 c :
为

劣
。H _ ,

, 、 . ,
。 、 _

C ,
= 一感打〔(

, “。一夕“
‘

)
s‘n 济 a + (、

‘+ 岁v:

)
c o s m a 〕

c : 二戈 t
一工 : 〔(, 夕1

一刀, 2

)
sin o a + (, 夕:

+ 刀y ,
)

e o s m 。〕

于是 可将一级解写成

(4
.

13 )

(4
.

14 )

{
r ,

= x ;

f
:

(t) + x 3

f
3

(t)

0
,
二戈 1 9 ,

(t)+ x og 3
(r)

(4
.

1 5 )

(4
.

1 6 )

其中

{
,

,
== 一L

s in “t
(4

.

1 7 )

‘

、了OD曰.一

.

J任
矛.几、。1

一

篇一
‘

f
。= 一 王〔(

, 。, 一刀y Z

)
s ; 。。a + (: 。: + 内

‘
)

e o 、。a 〕5‘。、‘

百
几

+

亩
。(, 。3一”。

‘

)
, ‘n tn a + (: 。·+ ”。

3
,

c o ‘m a 〕c o ““‘

+ e x P〔夕t〕〔梦, sin
(刀t + 。 a

)+ , : e o s(刀t + m a )〕 (4
.

1 9 )

1 r l
尸 , 。 、 _

二
, ,

。 、 _ _ , . 」

9 . = 一石一万一
,

L气夕y 3一P y 一) s i n 协a 十 L夕双一十P y a少c u s yn a J 5 1 n 厅不

, 0 、 rt

一

尊
〔(, 。, 一, 。

:
)

s、n m 。 + (, 。: + , 。
:
)

c o sm a : c o s、,

几

+ e x p [ , t〕〔y : sin (刀t+ m a )

十。, c o ·
(刀, + m a )〕}

将巳得到的上述一级解(4
.

15 )、(4
.

2 0) 代入初始条件(4
,

3 )
,

(4
.

2 0 )

定出满足共动条件的刁
:

和占:
为

‘ 1
’

一 二 :
f (。,一 : :

l(
。1 +

亩
。3
一

备
。‘

)
s ; n m a

.

,⋯
y
⋯ 夕

_

八
_ _ _

_ _

1
宁、, ’

个 厄订
一

, ‘个 2订 g ,

I
“。盔r,l “」 (4

.

2 1 )

和

d , 二 x : g :
(0 )+ 戈。夕s

(0 )

一
:

器
十

会
一

区
ga 一

粤
功

S ln 脚Q

y‘一平
2习夕。: 一

黔
,

)一〕 (4
.

2 2 )
百性了、

+
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我们应将方程(3
.

1 ), (4
.

2 1) 和(4
.

22 )看成是共动子系综对于初始条件所加的限制
.

五
.

二级解和三级解的结构

如果我们将一级解(4
.

1 5 )、(4
.

2 0) 代入二级方程(2
.

23 )和(2
.

24 )右端
,

求出完全的二级

解
,

并进而代入三级方程(2
.

2 7 )和(2
,

2 5) 的右端
,

求出完全的三级解
,

将是一个极其麻烦和

和冗长的计算
.

我们看到
,

为得出我们需要的物理结论
,

这样完全的求解是 不 需 要 的
.

为

此
,

先来分析二级解和三级解的结构
.

因为一级解为劣‘
(‘= 1, 3 )的线性齐次式

,

因而二级方程(2
.

23 )和(2
.

24 )右端为 为‘ ,
(‘

,

j

二 1
,

3 )二次齐次 式
.

而二次方程左端与一级方程相同
,

因此
,

二级方程通解必可写成如下形

式
:

·。 s、, +

今
sin 、, + d 。+ 二 : p ll

(, )叭一
“

一一一

、.了
J.上

.

比J
了‘、+ x : x a

P : 3
(t) + 劣互P a s

(t )

瓣
, , .

_
, . , _

八
. ,

。
, , .

,

口“= 一泳「气
。 ‘“‘n K ‘十 。‘c o s K 不) + a “。d 石十 “ ‘

+ x fQ : ,
(t) + 戈 : x oQ : 3

(t) + 二兰Q
o 3

(t) (5
.

2 )

共动条件要求

d s = o
,

d
‘

= o (5
.

3 )

再利用初始条件 (2
.

2 6 )
,

可知d ; 和d :
也是 为 x, (‘

,

j, 1 ,

3) 二次齐 次式
.

于是可将共动子

系综 中成员星 的二级解最终写成劣
; 和丸的二次齐 次式形式

:

干
r ’一’资“

1 1

(‘)+ “ ! “3 F
! 昌

(‘)+ ‘专“
3 3

(‘)

“
0 : == 二全G

: ‘
(t) + , : x s G : :

(t) + 劣竺G : :
(t )

(5
.

4 )

(5
.

5 )

而刁
: ,

6 : ,

将 由方程 (2
.

2 5 )
,

(5
.

4 ) 和 (5
.

5 ) 定出
,

它们也是 x ‘x , (i ,

j= 1 , 3 ) 二次齐

次式
.

按同样的论证
,

我 们可将共动子系综 中成员星的三级解写成劣 : 和 x 。的三次齐次式
:

{
r :

== x 贾H 川(t)+ x 全戈
。
H

: : 。
(t)+ 戈声彗H

: : a
(t) + 二孟H

: 。s

(t)

8
3
= x : L川(t) + 劣全戈

: L ; , :

(t )+ 劣 : 劣专L
: 。。

(t )+ ‘ ; L : a:
(t)

(5
.

6 )

(5
.

7 )

刁 : 和 d。由方程 (2
.

2 9 )
,

(5
.

6 ) 和 (5
.

7 ) 定出
.

于是共动子系综 中成员星的径向速度为

户= 。分,

+ 。2 户: + 。3 户:
+

·

⋯
二。

(x :

f
, + 二s

f
3
)+ 。么

(二圣户
: : + x , x : 户

: 3 + 二聋户
。:

)

+ 。8
(二 {分

1 : , + 二釜x
:

泞川 + 二 ; 二彗户
: 3。+ 二孟厅

3 : :
)+ ⋯

我们用< >表示共动子系综 中的平均值
.

于是
,

该共动子系综中的星在时刻

均值为

(, )二。x ,

f
:
+ e ,

(D 圣户
, ,

+ 二璧户
: 3

) + e ,
(D 乏x

3

斤
; : 3 + 二 ;斤

。: 。
)+ ⋯

这里巳用方程 (3
.

4) 和 (3
.

6 )
.

于是得到

户一 (介) == e二 :

f
, + e忿〔(二丈一 D 盖)户

; : + 二 : x a

户: :

〕

+ 。, [ x 孟厅川 + 二。
(x 全一D t)泞

: : 。+ 二 : x 璧分
: : 3〕+

·

⋯

(‘一 (, ) )
1 二 e , 二乏f轰+ Zo 3

f
;

〔(二之一 D 受x :
)户

: : + 二 :二
: 户, : 〕

’

(5
.

8 )

t径向速度的平

(5
.

9 )

(5
.

1 0 )
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+ 。4谈(二圣一D 资)
2户资

, + x 釜二专户f
: + 2 , ,

(x 老一 D 全)x 3户: :

+ Zf
: 〔x 之分川 + (x 盒一刀tx ,

)x 3

斤
, : :

+ x 全x 全泞
: 3 : 〕卜+ ⋯ (5

.

1 1 )

和

《 , 一 < , > )
,

> = 砂D 全了二+ 2砂D 全x
:

f
, 户

, 3
+ 。‘笼ZD :户圣

,

+ D 圣户全
: : 专+ 6 f

:

泞川D 全+ ZD 圣了
:

方 , a3 x 孟}+ ⋯ (5
.

12 )

应 当指出
,

< (户一 <户> )
“>只代表 t = 0时刻位于

r = r 。,
e二 a 附近的共动子系综中的星 (劣 : = 0)

在 时刻 t 径向速度的方差
.

事实上
,

由于大多数星‘: 子 o ,

因而使同一圆周
r = r 。 上各处的径

向速度方差趋于相等
.

因此
,

只有将 (5
.

1 2) 式对a 取平均
,

并对含有振 荡因子的项在一个

振荡周期中取平均
,

才能代表
r = r 。 处在时刻 t 的径向弥散速度平方

.

采用 通常星系动力学

中的符号
,

为

,

。
。 、

1 fZ ,
, , .

又七 舀2 = 厄而 J
。 又气r 一 又r 夕)

“

夕““ (5
.

13 )

其中
“

—
”

表示对时间在一个振荡周期 中平均
.

当劣
:

= 0 (基态) 时 ,
有

<e 基>。二 e “刀f无+ 。‘{2刀 :死
:

+ 6

丽
: , ,
刀全}、

。,
刀全f万

由 (4
.

1 7 ) 式有

六二co
s

切 = 1 / 2

因此

(C备)
。
、 。ZD 登/ 2

在 (5
.

1 2) 中含有 x :

的三项中
, 由于户; 。,

泞, 。s
均以2 二/ m 为周期随a振荡 , 故

(5
.

14 )

(5
.

1 5 )

(5
.

1 6 )

刹:
’

,
!

ada 一

哀
一

{:
’

六“
1 a

sda 一”
(5

.

1 7 )

八<C基>三 <C基>一 <C 压>
。

一
四淤命广怒da +O (es)

.

(5
.

15)

为计算增长螺旋形扰劫引力场对< c 基>影响的主 项
,

我们只需 计 算二级 解中F : 。
项即

而样因这可

六
、

径向弥散速度增长的估算

为了尽可能简单地估算出八< C庵>的量级
,

我们进一步考虑紧卷螺旋波的情形
.

于是我们

可以采用密度波理论 中常用的一个近似
,

即径向波数 !k }为一个大参数
.

我们在方程(2
.

23 )

和 (2
.

2 4 ) 右端只保留关于k的最高项(护项 )
.

注意到△<C舀>只与F : 。
有关

,

F : 。 是二级方程

(2
.

23 )“(2
.

24 ) 右端只保留含气劣
。的项

,

且令xl 二 : 二 1而得到的解
.

而 在 方 程 (2
.

2 3) 和

(2
.

24 ) 右端
,

含有二, 二。的项且关于k的量阶为口(护 )者
,

只剩下

一 , 1二(
, 。 ,

“
。 ,

‘)二
!
,

1
一二

l x :‘2

:
s‘n 、,

·

e : , 〔vt 〕。0 5
(, , + , a )

益
2

= x , x : 一石下
一

e x PL夕t〕谧s l n L(万+ K )t十耐a J一 sl n L仁户一 “)t十 m a 」全
石 几

(6
.

1 )
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因此
,

我们得到F : : 的近似提法如下
:

~ ~
,

~ : 为1 _
.

_
.

_ , *
.

护
:

+ Zr 。口口
尸r :
一 Zr 。习口

:
=

一

苦万
一

e x P〔夕t〕{sin [ (刀+ 、
)t+ fn a 〕’ 西 ’

~
. - - -

一
‘

一
“

一
‘

ZH
一

f 一 ‘ 一
J ’-

一
‘ 、 , 一 ’

一 产 一 ’ -

一
J

一 sin 〔(刀一
、
)t+ m a 〕}

r。
百

: + 2。 , 2
二 o

r :
(o )= 刁 : , : : ,

0 :
(o )二 6 : , , :

户2
(0 )二0

,
口:

(O)二 0

(6
.

2 )

(6
.

3 )

(6
.

4 )

(6
.

5 )

其中J
Z , ; 3和 d : , : 3

将由共动条件定出
.

它们与才
:
和占

: 的关系为

{
刁

:
二二盖刁

: , ; ,
+ 劣, 劣 a刀 : , : 3

+ ‘考刁
: , , 3

.
占: 二劣全

方程 (6
.

2 ) 和 (6
.

3 )

d : , : :
+ 戈 : x ad : , , 3 + x 专占

: , 。3

的通解为
’

(6
.

6 )

(6
.

7 )

沙

{
r : 芯 F I :

== 玉
si 。 、

卜 卫
:

材 衬

e o s衬t+ d
:
+ r : 铃

(6
.

8 )

“: 一

器
(d 1 s‘二‘+ d :

一
‘)+ d 3““ + d ‘+ “2 ·

(6
.

9 )
‘

其中
r : 一二 e x P〔下t〕{之 : : sin 〔(刀+ 、

)t+ m a ] + z : : e o s [ (刀+ 、)t + 。a j

一 z 、: sin 〔(口一 ‘)t + m a〕一 : : 、eo s〔(口一
、
)t+ m a ] } (6

.

1 0 )

e2 . 二
e x p〔夕t〕

r o
毛z 。: sin [ (夕+ 、

)t + m a 〕+ z ‘: e o s〔(刀+ 、
)t+ 。a 〕

一 2 5 : s in [ (刀一
‘

)t+ 阴a 〕一 z ‘: e o s〔(刀一
‘
)t+ m a 〕卜 (6

‘

1 1 )

方程 (6
.

10) 和 (6
.

n ) 中的八个常数 考: , ,

介‘,
\

za . ,
z’ . (i ‘ 1

,
2乏由 以 下 线性方程组写

出
.

r v Z一b考+ Zr 。
口习

‘
一 2神

‘ 一 2口, 2仍
‘ 介 「 : ;

门 『
a
、

1 2沁
‘ 夕2

一b考+ Zr og 口
‘

一 2汤
. 一 2习丫 1 1

2 : .
1 1 0 1

1 2口甘 一 2仍
.

沪一b于 一 2沁
‘

1 1
2 : .

! 1 0 1

L Z日b . 2习, 2沁
. , ,

一 b誉J L
z “

.

J L o J

(‘二 1
,

2 ) (6
.

1 2 )

其中

(6
.

1 3 )

由共动条件
,

。= k
Z

/ 2 、 ,
b : = 口+ 、 ,

b : 二刀一
“

应令

d s ==

再由初 始条件 (6
.

d
‘

== 0

定出d : 和 d
Z

如下
:

(6
.

14 ),、,
户D5

、: == 一

黑夕
2 .

(0 )
,

J : = 一 , 1 .
(o )

乙 心‘

(6
.

1 5 )

于是我们得到

户: 。二 d ; sin 仔t+ d : e o s对+ e 盆 p〔对〕笼[ , : : : 一 (刀+ 、
)
‘: ,〕

·

s in [ (刀+ 、
)t+ m a ] + 〔份

: ‘+ (刀+ 、
)

z : ; 〕e o s〔(刀+ H
)t+ m a 〕
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+ [ 一粉
: : + (刀一

、
)
二: : ] s in 〔(刀一

、
)t + 川 a 〕

’

+ 〔一夕z : : 一 (刀一
、
)

z ; : 〕e o s [ (刀一
、

)t + m a 〕}

若只保留随指数增长的项
,

我们得到
,

1 rZ 甘 ‘
。 ,

1 。 _ .

_ _ , 。
.

、 _

二
_

. ,
。

.

一

分丁 l 户全
。d a、 立

e x p [ 2 , t〕谧〔, : : : 一 (刀+ 、) : 2 ;

〕
:

+ [ 夕: : : + (刀+ 、
)

: : :」
2

2汀 J0
一 ‘ “

一 2 一 「 ‘ 一 ‘ 一
“ ’

“
一 “ 一 ”

一 ‘一“ “ ’

“
一“

’

一
’
一 ,

一尸

+ 〔一 , z , : + (刀一
H

)之
: : 〕: + 〔, : : : + (夕一

、
)

: : :〕“}
‘

于是得到关于A < C基>随时间增长的近似估计 式 (见(5
.

1 6 )
,

一

(5
.

18 )和(6
.

1 7 )式)

么<C 奋>/ (C基>
。
、 。2二彗e x p〔2 , t〕笼〔僻

: ; 一 (刀+ 材
)

z : : 」“

+ 〔v z : ,

+ (刀+ 、
)

: , :

〕
么

+ 〔一尸
, 2

+ (刀一
、

)
: 2 : 〕

2

+ 〔, z : : + (刀一
、

): , : 〕
2

}

为得出更简单
、

更具体的估计式
,

我们进一步考虑

, 《 }b‘I

的情形
,

这对于密度波理论中通常考虑的不太高的 (m o d e r at e) 增长率 情 形
,

在的主区 (不太接近共转圈处) 成立
.

于是
,

作为初级近似
,

在方程 组 (6
.

12 )

得到如下近似解
:

: 1‘二 a
/ (

“2
一 b考

‘

)
, z : ‘二 0 , : 。. 二0

, 2 4 。二 2口 a
/ 6 .

(
、艺一 b考) (‘= 1 , 2 )

将此式代入 (6
.

1 8 )
,

并进一步略去 (6
.

18) 式花括号中含, 的项
,

得到

(6
.

1 6 )

(6
.

1 7 )

如 下
:

(6
.

1 8 )

(6
.

1 9 )

在密度波存

中令夕= O
,

(6
.

2 0 )

‘ , e X p仁2, ‘〕、
关毗二沈丁

+
(;软

一

)l] (当
v ,

远离0
,

士1 )

(6
.

2 1 )
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恒星对增长螺旋引力扰动的非线性响应及其对增长模式的致稳作用
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由密 度波模式计算的经 验〔5 , “’,

道
,

Q增加百分之十便会造成增长率夕的显著下降
.
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七
、

结 论

本文计算表明
,

由非线性效应所导致的在增长模式作用下口随时间的增长对于增长螺旋

模式最终趋于稳定起着重要作用
.

由 (6
.

2 8) 式可知
,

当振幅较小
,

增长率也较小时
,

Q增

加的慢 ; 相反
,

当增长率较大
,

或振幅本身较大时
,

Q 增加也 较 快
.

因 此
,

这一非线性效

应对于达到准稳起到 自调节作用
.

当然
,

限制密度波振幅增长的还有其它因素
,

如气体的耗

散等等
.

但本文所讨论的恒星的非线性响应对于波幅增长的致稳效应是非常重要的
.
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