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摘 要

Pu n t a n e n 〔, ,提出用均方误差来度量最小二乘估计的精度
,

以后S ty a n 〔2 , ,

R a o 〔3 ,

等相继讨论

了这种精度及其界限
.

本文考虑采用广义方差
,

从而引进了一种新的最小二乘估计精度的度量并

讨论了它的界
。

关. 祠 精度 相对效率 均方误差 广义方差 矩阵微商 最佳线性无偏估计

一 日1
.

含
、 砂 . 不二.

我们考虑G a ‘ 5 5一M a r k o ff模型
:

、

一

Y 二万刀+ 。,

E (
e
)= o

,

C o ,
(。)= 刃 (1

.

1)

其中y和 e为”维向量
,

尹为户维向最
,

.

X 为” x 夕列满秩矩阵
, 刃为‘的协方差矩阵

,

万湘 ‘正

定阵)
.

在实际中
,

刀的最佳线性无偏估计 (t h
e b e st lin ea r u n b a s ed e st i坦a t.O r :

简记为

BL U E )为刀
* 二(X

,刃
一’X )

一 ’X ,刃
一 ’Y

,

然而一个实际的问题是刃 往往有误差
,

这时尹 将不

再是最佳的
.

为解决这个问题
,

’

我们可假定玄二I( 单位矩阵)
,

从而得到(1
.

1)的最小二乘估

计 (th e le a st s q u a r e s e stim a t o r :

简记为 L SE )口
,
我们只需考虑刀韧

,
究竞有多大的偏

离
,

或用刀作为刀的估计究竟有多大的误差
.

需要说 明的是假设刃 = I并不妨碍问题的一般性
,
假如我价实际采用正定矩 阵 几今召 ,

考虑如下的模 型
:

犷= 却+ ,
,

君(: )== o
,

e o v
(, )= 艺

‘

(1
.

2 )

其中 犷 一石查Y
,

戈一石粉
,

卜石札
,
艺一石蚤刃石气则考虑刀与刀

, 的差异就相当于

对(1
.

2)假设了艺= 1
.

刻画启与夕
‘的差异有两种方法

,

其一是刀相对 于夕
, 的效率

.

这方面的文献可参阅B lo 。二
-

fie ld ,

w a ts o n “ , , K n o t t〔‘’,

王松桂
〔卜 , ’

及本文作者
‘。,
的工作

.

另一种方 法就是 产相对于
,

尹的精度
,

这方面的工作除了在摘要中提到的三篇外
,

还可参见文献〔9一i们
‘

.

文献〔1一习讨论并提出了如下的精度
:

,
一

对SE (x 产)一MSE (那,
,

二
.

,

(l. 3 )

王志忠推荐
。

击O李,
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MSE (
·

)表示均方被差(th
e m e a n sq : a r e d e r r o r

)
.

由(1
.

3 )可得

材胭(X 刀)一汀SE (X 刀
,
)二 t r [ e o ,

(X 刀) ]一 t r〔c o , (X 刀
‘
)]

= t r仁X C o v
(夕)X

‘

卜
tr [ X e o v

(尹)x
,

〕

二 tr [万, X C心,
(口)] 一 tr [犬

, X C o v (刀
.
)〕

会 t r〔几Co , (声) ] 一t r [人C o v (夕
.
)〕 (2

.

4 )

在这篇文章中
,

我们将考虑的类似的精度度量形式为
:

d e t〔hC o ,
(夕)〕一 d o t〔hC o v (刀

份
)〕 (x

.

5)

这里dje t(
·

)表示行列式
,

d et 〔C o
v(

·

)〕表示广义方差
,

h = X
,

X (见 (1
.

4 )式的定义)
.

下一

节
,

我们将给出(1
.

5)的上界
.

二
、

主 要 结 果

设甲(C )为n x P矩阵C的一个实值函敬
,

矩阵

a甲(C )
口C li

日甲(C )
口c : -

a甲(C )

ac
: :

a甲(C )
_

⋯

日c : : (2
.

1 )

口甲(C )
日c 。 -

a甲(C ) ⋯ a甲(C )
口c. : 口c. -

曰

户..............

会

定义为试c )对c 的矩阵微商
,

并记为(
抽

缨鱼
‘

、
,

、 . ‘ ,, , . x ,

这里 (c
‘, )

, : , , c
.

引理

( 1 )

设B 对称
,
则

旦
卿碧攀

一 2‘〔d e ,‘a B C , , ‘

BC( Q B C ,
一’,

( 2 )
a t r [ (C, C一I )B ]

口C
= ZC B

其中 tr(
·

)表示矩阵的迹
, 占为任意实数

.

证明 匹鲤象四刀竺O , J

一

(“
‘一(“

‘

BC ,“
’一’
旦巫瓷旦卑)

. : ,

一‘〔d , ,‘c
, B c )〕

。

一迪纂孕
,

我们用D . 记矩阵D 二(d’ , )
. : , 的伴随矩阵

,

即D. 二(D,
‘
)

, , 。 ,

D,
.
为 d’, 的代数余子式

,

从而

口[ d e t(C
, B C )〕

‘

一习C

一 。〔d e t(e
, : e )〕

。一 ￡ (a o e )i,, 鲜器为
-

(2
.

2 )

这里(c, BC )
. ,为a B C的第‘

,

j元
,

D, 表示刀的转置
,
因为
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。(C
, BC )

口c . ,
= E ; , 刀C + c, B E ‘, (2

.

3 )

这里 E ,, 表示仅第‘
,

j元为 1
,

其余都为零的矩阵
,

由矩阵微商的转换定理
,
得

军(C,B
“ )。鲜玛孕毕

扭少

= 习 d e

代a 刀e ) (a 刀e )汀(刀CE : , + B
CE

‘, )

二d e t(C, B C )B C习 (C
‘B C )汀(刀蛋, + 君

‘, )
t ]

, Zd e t(C
,

BC )B C(C
, B C )

一’

故( 1 )得证
.

而又因为

日tr 〔(C
, C 一I )B〕二 E 匹(旦旦二业旦应

’

eC

a〔(C
,

仁一I)B〕
口c ‘,

= E : , CB + C , E . , B

同样由转换定理得知

啤立左凳只鲤
一

乙姗
, +

娜
·

卜2cB (2
.

4 )

从而引理得证
.

-
· ,

·
- -

、
、

,

定理 设凡》几》⋯》瓜为召伽个顺
二

序特征根
,

d e t〔hc o , (口)〕一 d e t [人Co , (尹)〕

ra n kX ‘夕且. 》2夕, 则

“映
户

华土警李
互 (

~

兰终丝丝
-
一

、
一‘

lo K s

、 乙 I J
(2

.

5 )
,

n
一

二 ZC :
(z+ 以汗可哀贾丫

‘,
并且

,.、、.声2大下’孟
, 一‘, :

不千石不丁
,

。一

(:+ 琅
4几.
人一

+ :

(孟
. + 几

” 一‘, :
)
.

,

nt-1
一一C

当刃二 I时
, S = 0且

一

d e t〔hC o , (户)〕= d e t〔五Co , (尹 )」二 i
-

、 , ,

。 一一 1
.

。 。 . ,

一当 q 《 1 + 尝
一
PC IS 时

.

有
一 一 、一

’

4 ‘ 一
” 叨 ’

d o t〔hc
o v(刀)卜d o t〔hC o v

(刀‘)〕《5
.

(2
.

6 )

(2
.

7 )

三
、

定 理 的 证 明

设刃的谱分解为Q, 滩Q
,

O为正交矩阵
,

刁 = di ag (凡
,
儿

, ⋯心

则有尸犷一几 且
.

多
、

、
、 ‘

记V 一
Qx (X, X)

一

气

《
e t [hc

o v(冷)卜 d e t(犷
‘刁犷)

,

e t [ hC o , (夕
.
)〕. d e t(犷

,效
一 ‘犷)

一‘
(3

.

1)
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因此只需考虑如下的极大化问题

{
m a x {d e t〔hc o v

(夕)] 一 d e t〔he o v
(刀

.
)」}

犷,犷二 I

记 万
: = d e t〔he o v

(刀)〕
,

H
Z = d e t [ he o v

(刀
,
)]

, 此问题即
:

{
m a x (万

: 一H
:
)

厂,犷 == I
(3

.

2 )

考虑如下的 L a g r a n g e 表达式

H
: 一H

: 一 tr〔(犷
, 犷一了)A 〕

,

将 它对犷求微商并令其为零
,

由引理
,

我们可以得到

H
:刁叹叮刁犷 )

一 ’+ H 浏
一 ’

双尸刁
一 ‘犷)

一 ‘二犷A

从而A = (H
: + H

:
)I

,

我们从(3
.

3 )立即得知

H
: 犷月

“
犷(尸刁犷)

一 ‘+ H 式尸刁
一 ‘厂)

一 ’= 尸对犷(万
: 十H

:
)

(3
.

4 )式两端同时右乘犷切犷
,

得

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(尸才
,

内
一 :

尸刁犷 = 丛土丛(尸刁犷、
2 一

华
犷矛犷

月 : 一 ‘

17 名
(3

.

5 )

故(犷
, 刁

一’厂)
一’与犷‘刁犷可交换次序

,
从而可同时对角化

,

设Z为正交阵
,
使

(尸刁
一’犷)

一 ‘二 Z尸Z’
,

尸才犷二艺万Z,

这里 F 二 dia g (f
: ,

f
: ,

⋯
,

f
,
)

,

E == d i“g (e
: . e : ,

⋯
, e ,

)
,

由(3
.

3 )式
,

H .汉F公万
一 ‘

Z, 十万, 刁
一

下公尸多
声二叹万

: + 厅
:
)

记 厂Z = B = (认, )
。 : , ,

财对 v j
,

0成j‘P

H
: 之‘b . , ‘7‘+ H

:几下’b . , f , = b‘, (H
: + H

:
)

,
i二 l

,

2
,

·

⋯ n

从而
,
对 v j

,

(3
.

7 )仅有两个伪, 不为零
,

设岛,与阮,不为琴
,

则方程

H
: e 下’几名一(万

: + H
:
)几+ H

:
j, = o

有两个根石和心
,
由狼与系数的关系

,

不难得到

(3
.

6)

(3
.

7 )

(3
.

8 )

}
‘’

t e l

~ 丛土互兰
一

通丛
一

一 万
: 浇

一

+ 几
.

H
1

H
一+ H

:

(3
.

9 )

(兔
,
+ 之

.

)

很明显
,

当完
,
= 汪

.

时
,

H
: 一H

: = O,
故万

: 一万
1
的最大值不会在这种情况下达到

,

我们仅考

虑(3
.

9) 在人
,
今几

.

时的情形
,
有

“
! 一从 一

(才轰亩)
’

立气产
-

(傀黔
鱼

)
’

尔
弋:.

1 + 几二‘
、 _ :

二
一

二
生- 、

2 ,

(3
.

1 0 )

这里 r ‘, 甸(‘= 1
,

2
,

⋯
,

夕)为1到n 中的 自然数
,

上式经过整理可得

H
l一H

: 一 B C +

[(箭磊
二)

’一

(今豁
1

)
’

]六
2几

, ‘久泣
二全寿

‘+ 板

这里
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,

n
一

护

C = n
‘. 1

寿
,

+ 几匀 (
声

-

兰经泣、
一

\ 2 1

(3
.

1 1 )

B 一

(箭黯
; )

,

类似于〔4、6] 中钓讨论
,

我们有C《S ,
且根据 [4 〕

拭“
: 一 ‘

热
丝粼拭犷 (3

.

1 2 )

行 容易证明B《C Z ,

此外

(一丝少一、
, _ 了旦生丛

、

、
, _ _

\万
: + H

: 2 \ ZH
: / 一

(H
: 一万

:
)

:

ZH
:
(万 + H

:: +

井(韶矢)
’一’一 ‘

(粤黔)
’

(3
.

1 3 )

考虑到H
: > H

: ,

得

「, ZH
: \, , H

: + H八
, 1 升 2兄。 泥

, ‘ 、 夕(H
: 一H

:
)
2

人 2几
r‘注

s‘ , 。 , , 、

一L、瓦不万 ; ) 一灯刃不一月 廿不不杯 ‘ 2万双万汗幻 廿不耳兀厂
、“

·

“ ’

2 ,

人 瘫r‘寿
‘ _

舒 升 火‘之卜‘+ :

F 矿一了一矛万尸一丁~ F F一飞 , I
一
了~ 一二一万-

‘

云舞一- 一一公- 一一~ . . 一不- 万一
.

不一
.

一17 “、月 ‘十 17 ” 简
六r‘十 八“ 一

, 血 * : 石
六‘十几卜“’

一 2 , 一

愈粼冷
一“!

‘2
,

(3
.

1 5 )

综合(3
.

1 1 )
,
(5

.

1 4)及(3
.

15 )
,

我们从(3
.

10 )式得到

H
! 一H

:
‘ 仇S 一

备
(H

! 一H
:
)
:C :

(3
.

‘6 )

记 t‘H , ~ 对幻 得到不等式

专
C lt ’+ t一 q权

0
. .

(3 ,1 了)

因为上式左端关于t的二次多项式的判别式1 + PC :

q s > 0
,

故由不等式(3
.

17 )可得
;

/ 2研 r石沁丁C刃一 2 _ 一一一
丝迈一一_ _ 。。

. 阅晓

—
一

—
-
一

.

一
.

几刃八
.

一

一

—
一 , 二一 1一二7 下下币一万

_ L ,
一

占‘ 。
P , 二 呵 i 十夕, 皿、沪 下

各

定理(2
.

5) 式得证

四
、

若 千 住 记

1
.

考虑矩阵二次型X
, A X

.

我们若假定卯
, X 二 I

,

定理实际上给出了

o( d e t(X
‘A X )一d et 伏rA

一 ,
才)

一
,

‘

《尤夕 (‘
.

1 )

这里 K
、

夕见上节定理
, A 对称

.

关于两个二次型 X ,A X
,

(X
, A

一 IX )
一 ‘
在 某种度量下的

商目前已有很多结果
,

其电以〔4〕
,

〔8〕中用行列式和迹度最的两类广义K an to r 。村比不等式

应用最直接且研究也衰深入
,

现巳有很多很好的结果
,

〔1 1、1幻从代数的{角度 对这一类问

题作了总结 , 尽管其中有些推广实用价值不大 , 但仍不失为一项有意义的工作 , 从代数的角



!02
4

一 稼
一

虎
-

一

一
度讲

,

(4
.

1) 也可作类似的推广
.

2
.

当x, 刃 z 一。时
.

这里z 满定x , z = 。且具有最大秩
,

则刀
, 是稳健的

,

这时刀仍然剔
的BL U E

.

Z y s kin d给出了它的一个等价条件尸
工刃 = 刃Pz (参见文献〔6〕)

,

亦即

Px 刃Z

Px = Px 刃Px (Px 刃P x
) (4

.

2 )

〔们考虑了如下的精度

tr (Px 刃 ,尸二
)一 tr( Px 刃几刃Px )

、
、

。

(心
.

3 )

并给出了它的界
.

由于d e t(Px 刃名尸盆
)= o ,

我们对(4
.

2 )稍作处理就会得到它的等价条件

X
,刃名

X = X
, 刃Px 刃X (4

.

D

当X 列满秩时
,

考虑如下的精度

d et〔尤
,

刃ZX h)一 d e t(X
, 乏尤丫 (4

.

5 )

它的上界也可类似地得出
.

3
.

用范 数来度量户的精度在 〔9、10 〕中给出了
,

这对于实际运用同样是有益的
.

文中

考虑了如下形式的精度
1

加X
, A X 一(X

, A
一‘
X )

一‘
1} (4

.

6 )

这里A 正定
,

卜 11表示欧氏范数或谱范数
,

并且还给出了一些相应的K a
叭or

o vi ch 型不等式
.

4
.

对(’. 1) 式的另一个可以考虑的形式为
’

d et (X
, A X 一(X

, A
一 IX )

一 ,
) (4

.

7 )

其中 A 正定
·

它的 界可以用类似于本文的方法得今 为节约篇幅
,
这里从略

·

[ x ] Pu n ta n e n ,

[ 2 ] S ty a n ,

G

Sim o ,

.

P
.

H

’

一
、

,
_

考 文 云
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