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摘 要

对无限域 L a p la “e 方程问题
,

推导出了高阶边界条件
.

在采用数值方法的有限域的外边界上

应用高阶边界条件
,

可以在保证计算精度的前提下缩小数值求解域
,

从而减小计算 工作量和少占

用计算机内存
.

数值算例表明
,

一阶边界条件近似于精确边界条件
,

它明显地优于经典边 界条件

和二阶边界条件
.

关 . 侧 拉普拉斯方程 势函数拳边界条件 保角变换

口百
.

轰
‘

一
、 寸 . 曰

理想流体绕流问题
,

静电场问题以及稳定温度分布问题都归 结为 求 解 L a p la c e 方程的

问题
.

V l
价二 o (在口内) (1

,

1)

式中 价为势函数
,

口为求解域
.

当所考虑的求解域 口 为无限域
,

且 功为衰减函数时
,

在无穷远处
,

踌应 满足
:
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汁)
·

(当 r , 二 ) (1
.
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式中 r 为径向坐标
.

当然
,

在物体边界上
,

必还应满足第一类或者第二类边界条件
.

当采用数值方法 (比如有限元法) 在无限域求解上述定解问题时
,

传统的作法是在围绕

物体的有限域的外边界 (例如二维问题时半径为 R 的圆周) 上令功二 O (以下称其为经典边界

条件)
,

使无限域 问题转化为有限域问题
.

根据 式(1
.

2 )
,

显然
,

在半径为 R 的有限域外边界

上施加经典边界条件的误差为
:
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由于经典边界条件精度很低
,

只能依靠增大有限域外边界半径来满足计算精度要求
.

这

样势必增大有限域面积
,
从而增加计算工作量

.

B a对抬s 等人
【” 研究了无限域中 L a pla c e 方程和 H el m hol tz 方程问题的高阶边界条件

。

.

钱伟长推荐
.
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对于三维 H el 斑hol tz 方程
,

他们给出高阶边界条件为
:

B .
协== n (备

一

、
一

互产)‘ (1
.
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B. 为第m 阶边弃条件扮分葬子
, ‘~ 斌二r

.

存为波敬
‘

对 于三维 L o pla o e 方程
,

B a yh s :
等人

t‘,
简单地令式 (l

.

4) 中的 为二 0 得到高阶边界条

中.式件

B .
, 一

乒(备十

罕》J . ,

(1
.

5 )

然而经 过作者检验
, 式 (1

.

5) 仅对 协二 1 是正确的
,

对于 。> 1是不正确的
.

其原因可

能是由于 L a p la ce 方樱阿形的一般解并不能够通过令冷‘办由 H 成粗知瘫招 方程问题的一般解

来得到
.

而高阶边界条件却是利用一般解来得到的
.

本文直接从高阶边界条件的物理意义出发
,

科用无限域 L a p la c 。 方 程 问题的一般解
,

推导出了正碗的高阶边界条件
、

.

并通过数值算例
,

考察了一阶和二阶边界条伽 以及经典边

界条件对计葬精度的影畴
.

、 , 一

二
、

高阶边界条件的推导

(一 ) 二维问皿

对于二维无限域中的衰减 问题
,

二谁 L a p l乓“ 方程的一般解为
【: ’.

‘一三节
一
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式中 a 。 ,

夕
.

为待定系数
.

式 (2
.

1) 可以改写为
:

价二兄 弄f
·

(a)

第。阶边界条件的物理意义为
:
对升》尸的区域

,

在式 (2
.

2) 中保留前 二项
,
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为了得眺第州阶吮边界条件
,
分别写出关于诵的各阶导数的表达式

.
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可以将式 (2
,

3 )
,

(2
.

5) 和 (2
.

6 ) 写成矩阵形式
:
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令” , m , 由式 (2
.

7) 可以解出犷
: ,

‘

了
2 , ⋯ , f . ,

代入 式 (2
.

4) 即得到第 成阶边界条

件
·

在 r 一
枷”

上应用第“ 阶边界条件 的谋差为 。

(境品)
一

魏别令扔, l 和 仇, 2 ,

拐到 , 阶和二阶边界条件为
.
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于
_

为了消去式 (2
.

9) 中的护功/时项
,

‘

利用方程 ( 1. 1) 的极坐标形式
:

a ,
砂

口r

将式 (2
.

10) 代入式
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.
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.
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,

整理后得到二阶边界条件为
:



10 1 6 黄 河 宁 发 君

器十抖
, 一拼豁

一。

味) (r

、 (2
.
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(二 ) 三维问题

在球坐标系下
,

三维 L a p la o e 方程为
:

告
一

备(
一

奈)七
恋

氛歹命(
S‘n “

器)
+

r Z sin 2 8 黔
一” (2

·

, 2 ,

对于无限域中的衰减问题
,

式 (2
.

12 ) 的一般解为
【‘’:

鑫凡黔
中)

(2
.

1 3)

式中 F , (e
, 甲) 为 0 和 甲 的函数

.

对于 r
》R 的区域

,

保留式 (2
.

1 3) 中关于
r 的前m 项

,

有
:

1 0
.

1 。
。 .

1 。
:

。f l \
, _
、 。 、 , 。 , J 、

必= l
一

F
。

+ 下务
一
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: + ⋯ + 一

瑞
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F ~
: + O【一万盖刃 】 (r > R ) (2

.
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r ’ .
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‘ .

”
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‘
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一 、 八
‘
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’ 一

,

显然
, 式 (2

.

14) 与式 (2
.

3) 关于 r 形式是相同 的
,

因此 式 (2
.

4) 、 (2
.

9) 对于三

维问题也是成立的
.

三维 问题的一阶边界条件与二维问题的相同 (式(2
.

8 ))
.

二阶边界条件

可以利用式 (2
.

1 2) 将式 (2
.

9) 改写为
,

鲁
+

一

加一孟贵「不盖歹备(sin0 韵
+

孟平令〕
一。

味)
(
r
) R ) (2

.

1 5 )

三
、

数 值 算 例

考虑理想流体绕柱体流动问题
,

设无穷远处来流流速为U
,

则绕流问题可以转化为如下

的定解问题
:

(在习内)

(柱体边界)

(3
.

1)

(3
.

2 )

(r , ao ) (3
.

3 )

式中 功二散射势
,
功

, = U 二二入射势
, 总速度势功

,
为入射势与散射势的线性叠加

:

叻
, == 功

, + 功 (3
.

4 )

我们采用有限元方法计算了圆柱和椭圆柱绕流问题
.

通过选择不同的有限 域 外 边 界半

径
,

应用不同的边界条件
,

将有限元解与精确解相比较
,

以便考察有限域外边界半径和边界

条件对计算精度的影响
.

有限域内采用 8 节点等参单元
,

有限域外边界上采用 3 节点线单元
.

在线单元上分别施

加一阶边界条件
,

式 (2
.

5)
,

二阶边界条件
,

式 (2
.

川 和经典边界条件
,

式 (1
.

a)
。

关于有限元的求解过程按标准方法进行
,

这里不再赞述
.

圆柱绕流问题的精确解为
。

,
, 一uc os 。

(r+ 价) (3
.

5 )
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a 为圆柱半径一
在回柱面上

, r 二 a , 则 :

梦
,

一

}
, 。 。

= ZaU e o ss (3
.

6 )

椭圆柱绕流问题的精确解为
:

,
, 二之

一co p e o s* + 粤。
-

迪舆1今
。。s ,

‘ 。
一

‘ 尸
(3

.

7)

“为椭圆长半轴
,

.

b 为椭圆短半 轴
, “共斌矿二了

, p 和 甲 为保角变换后的极坐标
.

将

中中式式

椭圆变为圆的变换关系为
.

: = 要
一

r‘+
‘ 、

(3
.

8)

在椭回柱面上
, p 节(a + b)/c

, 则 :

毋
,
l

, 一(. , 。, , 。

二(a + b)U e o s甲
-

计算中取 U 二 1
,

圆柱半径
a 二 1

,

椭圆柱长半轴
a = i

,

(3
.

9 )

显示了相应于圆住上油

相对误差计算公式为
:

短半轴 b 二0
.

5
.

在图 1 和图2中

二。
, 二

:

的点和椭圆柱 上 沪二 o ,
一

二 的点的总速度势相对误差绝对值
.

借确解 一数值解
精确解

(3
.

1 0 )

}(% )

!
、 !一 ,
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引‘目.,,万,

l
肠功
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!
.

摊讨

备�J咧
.

嘶l,
.

1,

(圆住面上口二 o
, 二 ; 曲线1 ,

2
, 3 分别

对应子一阶
、

二阶和经典边界条件)

甘 1 二 . 柱砚泣向口有限元匀们相封镇位

(椭圆住面上中. 仇 毛 曲线 1,
,

, 3 分

别对应千一阶
、

二阶和经典边界条件)

. 2 材 . 柱浪旅闷. 有限元娜的侣对谈,

四
、

讨论和结论

由图工和图 2 可以看到
,

应用一阶边界条件的结果相对误差最小
,

不超 过 1嗬
,

且几乎

不随有限域外边界半径R 的变化而变化
.

应用二阶边界条件时
,

计算误差随着有限域外边界

半径增大很快减小
.

应用经典边界条件时
,

计算误差虽然也随着有限域外边界半径增大而减

小
,

但衰减较慢
,

例如对于圆柱绕流问题
,

当R o s时
,

相对误差仍达 2
.

5肠
.

对于圆柱绕流问题
,

应用一阶边界 条件的误差比应用二阶边界条件的误差小是理所 当然

的
.

因为事实上
,

对于圆柱绕流问题
,

一阶边界条件是精确的边界条件
,

它 对 于 r )
a
的区

域都是成立的
.

图 1 中显示的应用一阶边界条件的误差实际上完全是由于数值计算引起的
.

因此当
一

有限城增大时
,

由于单元的增多
,

计算误差略有增大
.

然而对于椭圆柱绕流问题
,

计算结果表明
,

一阶边界条件仍然优于二阶边界条件
,

并且

同圆柱绕流问题一样
.

应用一阶边界条件的误差也几乎不随R 变化
,

这有些出乎意料
.

对于
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柱体波浪散射问题 (H al m hol t : 方程问题 )
,
黄河宁

、

李鉴初
‘. ’
的 数值计算结果表明

,

二阶

边界条件明显优于一阶边界条件
,

而这里对于 L a p la o e 方程问题
,

结论却相反二

根据以上的计算和讨论
,

建议在实际应用中采用一阶边界条件
,

它近似于精确的边界条

件
,
明显优于经典边界条件

,

也优于二阶边界条件
.
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