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摘 要
;

本文给出一种新的边界元/有限元混合法迭代算法
,

基本做法是将近似的固有频率值代入 自

由振动问题的基本解
,

按一般混合法列式
,

通过迭代遂步修正近似解的值
.

这种算法避开了一般

边界元法需要求解非代数特征值问题的困难
,

同时数值结果的梢度基本上不依赖于区域内单元网

格的疏密程度
,

这都给实际计算带来很多方便
.

应用于回转体自由扭振问题的分析
,

得到令人满

意的数值结果
。

关份何 边界元隋限元佩合法 迭代 自由振动 回转体

一
、

引 言

解振动特征值问题的边界积分方程基本上可分为两种类型
.

一种是选取动力学问题的基

本解
, 最后得到的积分方程中只含边界上的积汾 , 离散后 是标准的边界 元 法 公 式

,

具有降

维
,

从而减少求解自由度的优点
.

但待求的固有频率 (特征值 ) 包含在积分 方程 的 核 函 数

中
,

所以归结为求解非代数特征值问题
.

通常庸特征值搜索法求解扩这种 方法实用中很不经

济
.

另一种方法是以静力学问题的基本解为基础
,

建立混合型 积分方程
,

即方程中既有边界

积分项
,

又有区域积分项
,

离散后得到代数特征值方程
,

对这类间题已有成熟的求解方法和

实用程序
.

但是数值结果的精度受域内离散网
.

格疏密程度的影响很大
.

为了提高精度往在需

要在区域内划分较密的网格
,

这就增加 了求解的自由度
,

从而抵消了边界元法的优点
.

本文给出一种分析 自由振动 问题的边界元 / 有限元混合法的迭代算法
,

它利用相应 的 动

力学方程的基本解
,

仍按一般混合法列式
,

离散后归结为一个代数特征值问题
,
用迭代算法

逐步改善固有频率近似值的精度
.

把这种方法应用于分析回转休自由扭振问题
,

从给出的几

个典型算例的数值结果可以看出
,

在内部只需划分很稀琉的常值元网格
,

就能得到精度较高

的结果
,

且迭代收敛很快
.

.

刘人怀推荐
.

国家自然科学基金资助的诵题
。
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二
、

迭代算法的一般列式

自由振动问题的控制方程可写成如下形式

L(
u
)+ 凡

Zu = o 在域厂内 (2
.

1 )

齐次边界条件为

D(
u
)二 o 在边界S

,

上 (2
.

2 a )

和 F(
u
) = o 在边界S

:

上 (2
.

2 b )

其中
,
L是控制方程微分算 子

,

假设是线性 自伴随算子
; D和F是边 界条件微分算子

,

假设是

线性算子
.

(2
.

1) 和(2
.

2 )构成线性目伴随问题
.

几是自由振动〔{勺固有频率参数
.

整个边界记

为S = S :
U又

.

与方程(2
.

功对应的带奇点的方程可写成

L( U ) + 护U + 改尸 )二 0 在域犷内 (2
.

3 )

记满 足方程(2
.

3 )和边 界条件(2
.

2 )的第 i 阶固有频率的第 k 次迭代的近似值 为 从
七 , ,

相

应的含有川
“,
的基本解为 U 荟

无,
(川

“,
)

,

则 方程(2
.

3 )可写成

L(U 荟
七,
(几;

k ,
)) + 几圣

(讼, U ;
抢 ,
(几;

无,
) + d(p ) = o (2

.

3 a )

格林公 式可写成如下形式

{丁I
F

〔一 L(一’一
L(一’〕“厂

一

必
。

: D(一 , F(一 , 一 D(一 ,F(一 , 〕d s
(2

.

4 )

令
u ; = u , u : = U 万

七,
(凡;

‘,
)

,

则(2
.

4 )式可写成

C⋯
+

萝
: 〔D(

·
, F(U “

’
(“‘

“

”, 一 D(U “
’
(“‘

“

”,F(
·

, 〕d s

一 (“
“
一‘,

‘” ,
拼

。 〔·U ‘” (“‘
’)
)〕d犷

一 △‘,
‘”

瓜
〔“U‘”(‘;

, , )〕d厂 (2
.

5 )

式中C 尸是一系数
,

它的数值由尸点的位置确定
.

方程 (2
.

5 )与下面公 式(2
.

6 )一起组成迭代公 式
.

此
(“+ ‘’二端

‘七’ 十△几圣
‘无’

迭代收敛精度
己
的表达式可写成

“= (几矛卜
‘’一几;

无,
)/几;

无,

通常
。取为 1 0 一 喀、 1 0 一 “

.

(2
.

6 )

(2
.

7 )

三
、

回转体的白由扭振问题

回转体 自由扭振的运动方程在柱坐标 (
r ,

0
,

力下可表示为
【‘’

口2
少

ar Z

口2梦

日2 2
= 一几份岁 在域犷内 (3

.

1)
产

l
、、

r

式中岁 = 岁(
r , z

)是振幅函数
,

自由振动固有频率参数 几的表达 式为
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a‘0n
lo

.

a
‘

b567

:2
次

:4
3.3.3.6J3

口了、八O
飞

几O矛‘
、了、了‘、

兄~ 斌
,

而石“

“是圆频率
, p是质量密度

,

G 是剪切模量
.

回转体表面上的位移约束条件和应力 自由条件可分别写成

梦 = o 在边界面S
:
上

和 。梦 / 。
n = o 在边界面又上

引入函数
。= 梦(

r , 二)rs in 邵
‘’,

并考虑(3
.

1) 式
,

则有

_
,

/ 护笋
.

3 a 梦
,

护岁 、
.

。

v
一“ = r

气甘百矛百丫宁
,

万石
一

宁一玉『
)s

‘
uo

= 一护r梦si n o = 一护“

由(3
.

2)式得到关于
“ 的边界条件如 下

在域犷内

“= 0

a“/ a n = 0

‘

在边界面 S :
上

在边界面凡上

对应的带奇点的动力学方程为

V
Z

U + 护U 十 d(尸)~ o 在域犷内
-

上述方程相应于第 i阶固有频率第 k 次迭代近似值的基本解 U 万幻 (鲜
. , )可写成

‘“’

U 鉴
. , = e x p [ i几万

. , R 〕/ 4二左

式中R 表示源点尸到场点口的距离 (如图1)
,
表达式如卞

尸二尸(尸
,

Q)= [ r ; +
r

卜 Zr , r o e o s(夕。一口
,
) + (z 。一 z ,

)
, 〕十

根据上述讨论
,

对回转体自由扭转振动问

题
,

与方程(2
.

5)相应的积分方程可写为

C⋯ +

萝
。

(携拼
一U :一器)

。d s 。

一“沪份
, (‘哟

。

‘
。 (a

·

8 ,

其中

尸点在域外

尸点在域内

尸点在光滑表面上

日 1 目幼体

忿布

冉
U通
‘

2
f.‘.t

一一
i尸C

方程(a
.

5) 中声S
。的表达式为d s 。二 r o

dr
o de 。 其中厂。是回转体子午面的边界

.

令
·

,

卜f
‘

丝卫皿贫
二

乏份哗$in 叼
‘ (3

.

9)
钾 一户

将 (3=. 6)式和“一少(r
,

z) rs ine 代入方程(3
;

s)
,

_

并沿周向对 口积分
,

得到

C一梦· +

手
二

L
(梦·)。 旦豁于

一‘

、 △;尝
‘. ,

{((, : )。, 沪肠d‘。

J谈皿
、 、

厄
·

于考
「

。

(3
.

10 )
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式中刀表示回转体子午面的面积
,

而

产1 口

If’
, 一‘;” /si

n 0P 一
J
。

ex P〔亡几李. 夕左J
R

c os a d a (3
.

1 1)

其推导见附录
.

四
、

积分方程的离散化

对方程(3
.

1 0) 进行离散时
,

边界r 上以位移(r少)和剪应变丈rq = ra 少/a n) 为节点来知 量

划分为N个常值边界元 ; 区域刀内以位移(r 梦)为未知量划分为材个常值单元
.

以{X }和 {犷}

分别表示边界和域内未知量向量
.

当尸点为边界节点时
,

有 方程组
-

-

〔G 〕{x }一△鹉沙沈H
.

〕{梦} * {o }
1

(4
.

1)

当尸点为域内节点 时
,

有方程组

{Y } + 〔M〕{X } = △兑专‘
. , 〔N 〕{Y } (4

.

2)

方程组(4
.

1) 可写成

魂X } = △对(b) 〔G 〕
一

生H 〕王y }
‘

(4
.

3)

将(4
.

3)式代入 方程组(4
.

2 )
,

整理后可得到
.

一

、

〔K 〕{y }二 拼}/A 邓卜
一

(4
.

4)

其中 〔K 〕= 〔N 〕一〔M兀 G 3
,

犯万〕

方程组(4
.

4 )表示一个具有较少 自由度的标准特征值问题
.

户

五
、

算
‘

例 “
-

一
‘.

1
.

上
、

卞两端均固支的实心圆柱 (图2 )
,

咖 给出,
碗界上和区域丙的网格划分

.

数值结果 (振动频率参数 几值 ) 列在表 1 中
,

表中N 栏给出边界上常值元个数
, 括号内用横

犷 弋刃

杠联接的四个数码表示子午面各边上边界单元的个数
, 所有算例内部均 为 8 (2 X 4)个常值矩

形单元
.

BFE M 栏内的数值是一般边界元 /有限先棍合法的结果
,
也是本文解法未经迭代的

下土侧
!
卜
.

上
888 1

--- 己己

:::

444444444

.....

三三:
1 6 匀匀

一一 2222222

卜叶八州

,,,

‘‘
.

、
‘‘

圈2 实心. 柱N = 2 1(4一 12

一4一 l) 的网格划分
皿万 斑心日柱双二 3 6(2一 16

一2一 1的的目格幼夯
-

卜-
.

, 2一一刊

日4 实心 . 徽N 二 19 (4一 1 2

一2一l) 的网格翔分
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各阶频率初谭
; IBFE M栏内是本文解法迭代后的结果

,

计算中取收敛精度
‘
等于1 0

一

、 数值

结果栏中括号内的数值是计算值与解析解相比的百分比误差
.

表 2 给 出 各 迭 代过程中的数

值
,

其中叔为迭代次数
.

由于在任何一阶频率击的迭代过程中
,

其后面所有的频率值。
‘十 : ,

元‘
十 : , ⋯)也都随之改

善
,

所 以为了提高迭代效率
,

我们选取第 i阶频率几
‘
迭代完成时相应的第 ‘+ 1阶频率 几‘

+ : 的

值为第‘+ 1阶频率的迭代初值群t)1
.

衰 1 两幼圈支的实心日柱的各阶固有级率几

N
‘

卫 2 3 4

0
1.‘

奋
BFE M

0了
..、

、

2 1

(4一 12一‘一生)

0
.

1 9 2 5 8

(+ 玉0
.

5‘)
0

.

3 9 1 3 7

(+ 1 2
.

12 )
0

.

59 02 4

(+ x 2
.

7 3 )

.

6 8 4 7 1

一 l
·

。6 )

IBFE M
0

.

1 76 3 1

(+ 1
.

0 2 )

0
.

3 5 12 6

(+ 0
.

e3 )

.

5 2 3 8 0

+ 0
.

0 4 )

,

7 0 2 2 5

+ O ‘5 9 )

n
ll‘、

B FE M
心1

(s一2‘一 s一 )

0
。

1 88 5 3

(+ 5
.

02 )
0

.

3 8 59 ?

(+ 盆0
.

5 7 )
0

.

63 15分

(+ x 1
.

0 8 )

0
。

6 7 6 19

(一 3
.

14 )

IB FE M
0

.

1 74 3 8

(一 0
.

0。)
0

.

3 4 8 e4

(一 p
.

04 )
0

.

5 22 3 3

(一 0
.

2 4 )
0

.

6 9 2 8 4

(一心
.

7 6 )

解析解[ sj 0
.

1 74 5 3 0
.

3 4 9 0 7 0
。

5 23 6 0 0
。

6 9 8 13

浪 2 实心 . 柱的迭代对粗

N ‘. 1 了= 2 ~ 3 i二连

2 l

(-一1 2一 4一 x )

0
.

19 2 5 8

0
.

1 74 6 2

0
.

1 76 3主

O
。

3 7 3 5 6

0
.

3 4 6 7 4

0
.

3 5 2 3 7

0
.

3 6 1 26

0
.

5 6 0 7 6

0
.

5 18 1 1

b
.

5 2 e1 6

0
.

6 2 3 8 0

0
.

6 8 3 9 0

0
.

7 2 6 3 0

0
。

7 0 4 2 7

0
.

7 0 2 2 5

4 1

(8一2 4一s一 l)

0
,

1 8 85 3

0
,

1 7 29 8

0
.

1 74 3 8

0
,

3 6 0 9宁

0
,

3 4 4 8 9

0
‘

3 49 a8

0
.

34 89 4

0
.

5 5 6 0 5

0
。

5 2 7 3 4

0
.

5 2 2 3 3

0
.

6 7 8 6 0

0
.

7 1 1 16

0
.

6 9 6 18

0
。

6 9 2 8 4

解析解 ts] 0
.

1 74 5 3 0
.

34 9 0 7 0
.

5 2 3 6 0 0
.

6 9 8 1 3

2
.

上
、

下两端均固支的空心圆桂
,
如

.

图 3 所示
.

数值结果列在表 3 中
,
边 界 上为 3芍

(2 一16 一2一1 6)个常值元
.

衰3 两娜. 弃勇空心聪的香阶. 材级卒大

一一
- - - - ~ - - ~ - - ~ - ~ - - ~ - ~

1 2 3 4

一一
- ~

一
‘

- -
一一一一-

一
一一一

一

一-
- -

~

一一
-

‘

一一
一

一
- 一

- 一
~

-一
~

一
~

一
~ ~ - - ~ 一

-
~户. ~~ ~ 归~ ~ ~~ 一户~ ~ ~ 一. 如叫~ 一~~ 目~~

一

一一
一一-

一

0
夕‘、

BFE M
,

1 12即
+ 7

.

5 2 )
0

、

2 2 9 2 9

(+ 9
.

4公)
0

.

3 4 7 7 3

(+ 1 0
.

6 9 )

.

4 05 7 7
一 3

.

1 2 )

n一产、

IBFE M
0

。

1 04公5

(一 0
.

0 7 )
仓

·

2 00 8 6
、

‘十O
,

2 0 )

0
.

3 1 5 3 5

(+ 0
.

3 8 )
0

.

4 2诬6 3

(+ 0
.

e6 )

解析解L3 3 0
.

1 0 47 2 夺
.

20 9毛4 0
.

3 1 4 1 6 0
.

4 注吕88

3
.

上
、

下两端均固支的实心圆堆
,

如图 4析示
f 数值结果列在表 4 和表 5 中

,

边界上

为1 9(4一12 一2一l) 个常值元
.
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两幼固支鲍实心. 橄的各阶固有级率丸

BFE M
0

.

1 19 7

(+ 。
.

5 2 )

0
.

1 10 5

(+ 0
.

。立)

0
.

2 3 5 1

(+ 2 0
.

, 。)
0

.

3 5 2 5

(+ z里
.

5 , )
0

。

4 0 9 4

(一 2
.

5 7)

IBFE M 0
。

2 1 2王

(+ 0
.

06 )
0

.

3 16 2

(十 0
.

0 。)
·

0
.

4 1口滚

(一 0
.

2 6 )

解析解【们 0
‘

10 9 5 0
.

2 12 0 0
。

3 1 5分 0
.

心2 0 2

实 心 脚 徽 的 迭
.

代 过 程
- ~ 十卜~ 种份钾一钾户叫~ 如咔一目一洲十神一‘. ,

一一
兔 忿= 1 ‘

二

‘声 3 f翻 4

一

一
一

~

一
- -

~ ~

一
~

一 一-
一

一
~ -

一
一 ~~ 呻 向

~
~ -
一 -

.

一-
~ 目 . ~ , . . 州

0
。

1 19 7

0
.

1 0 9 7

0
.

1 1 05

0
.

2 2 2 5

0
.

2 0 9 3

0
.

2 12 8

0
.

2 1 2 1

0
.

3 3 6 1

0
.

3 0 6 8

0
.

3 19 2

0
.

3 1尽拿

0
.

4 0白8

D
.

4 1 8 0
I

0
.

4 1 9 1
么

解析解〔们 0
.

10 9 5 0
.

2 1 20 3
产
5 9 0

.

4 2 0 2
一 一一

一
胭~ 旧南. . . . .

~
紧

一
一

~ . 知 . ~ , 哪叫卜中.

一
~ 臼 , 皿 ‘‘. . 曰班‘曰口. . ‘. 幼马‘- ‘ . 峨曰曰. . 曰j卜 臼. . 曰

六
、

结 论

与一般的边 界元法和通常的边界元 / 有
‘

限元混合法相比
,

本文解法有许多优点
.

从算例的

数值结果中可以看出
,

用这种迭代的解法
,
我们仅需要在域内划分很稀疏的常值元网枷 就

能得到精度很高的结果
,

减小了问题的求解规模犷并解决 了通常边界元 / 有限元混合法 数 值

精度受域内网格影响很大的弊端
.

而且此法的迭代很有效
, 收敛很快

.

本文的工作得到了黄茂光教授的揖导租帮助
,

在此表示衷心的感谢
.

附录
:
公式(3

.

1 1) 的推导

公式(3
.

的为

如让

‘

卜f气
,

二钾臀些
一sin “·“

·
/

(A
.

1)

a = 口。一口, ,
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