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摘 要

本文以 v o n K ar m a 二 型方程为基础并利用一般分支理论讨论了正交各向异性椭圆板在面 内

边缘均布压力作用下的弹性失稳
.

利用 1
矛

ia p u n ov
一 S o h m i(l t 过程证明了单特征值处分支解的 存

在性并利用小摄动展开得到了分支解的渐近表达式
.

最后利用有限单元法计算了正交各向异 性椭

圆板的临界载荷并进行了板的过屈曲分析
,

还考察了材料和几何参数对稳定性的影响
.

关抽词 范正交各向异性 椭圆板 弹性稳定性 临界载荷 摄动解 过屈曲性态

一 引 言
、

闷

砂 . .~ 闷

迄今
,

已有一些工作
汇‘一 吕’计算了各向同性椭圆板的临界载荷

,

但作者尚来见到有关椭圆

板的过屈曲分析的文章
.

木文以
v o n K ar m 么n 型方程作为问题的控制方程

,

但其中包含了

更多的参数
,

所以研究椭圆板的屈曲和过屈曲实际上是研究一个带多参数的非线性算子方程

的分支解
.

本文利用 S o bol e v 空间的知识和 L ia p 二 n o v 一

Sc h m idt 过程
,

证 明了 单特征值

泄处分支解的存们性
,

并利用小摄动展开得到了分支解的渐近表达式
.

我们看到
,

在单特征值

护附近
,

分支解是从特征值的右侧分叉出去的
.

利用这些表达式可以分析椭圆板的过屈 曲行

为
.

我们 看到
,

问题最后归结为求解一系列线性边值问题
.

利用有限单元法逐次求解这些边

值问题
,

可以得到椭圆 板的临界载荷
、

过屈曲性态
.

文中最后还给出了屈 曲椭圆板的挠度
、

弯矩和薄膜力随坐标 二
,

y 的变化 曲线
,

并考察了材料和几何参数对临界载荷和过屈 曲性态

的影响
。

二
、

问 题 的 数 学 描 述

考察厚为h
,

长短半 轴分别为
a ,

b的正交各向异性椭 圆板
,

设材料常数为 E ; ,
h

,

E : ,

九和 G 并满足E l
/ E

Z
= , :

/v
: .

若设椭圆板的边界在横向是夹紧的并受面内均匀压力P的作用
,

引入无量纲变量和参数

份

国家教委博士点基金资助项目
.
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则无量纲形式的控制方程为

△“。 + 几△w 二〔f
,

。〕

、 在。内
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1 )
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,
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)

△
“

f = 一 〔阴
,

、〕/ 2
;

之” , 口w ,
n 二 0

,

f = af闰
n 一。

,

在口口上

式中
,

户= F 一〔一 (P / 2 )(右
2 + 叮2

)」
,

F
,

班为应力函数和挠度
,

~ 岛
。口是它的边界

,

并且 么
2

(
·

)
.

A
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(
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)
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仁f
,

叨〕定义为
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口2切

不 一万一 十
O 劣a夕

(2
.

2) 、(2
.

3 )便是我们要求的基本问题
.

今后为了分析的需要设 刀> 0
.

显然对任 何 的 只
,

(f
,

切沐)= (o
,

o
,

几)是 (2
.

2 )、 (2
.

3 )的平凡解
.

令集合M 二 {叫甲〔c ‘(口)
,

叫 。二 = a甲/如 !
。。 = 。}

,

并令X 为M在 Sob ol e v 空间H
Z

(。 )

中的闭包
,

于 是 X 是一个 H ilbe rt 空 间
.

由 S o bol e v 嵌 入 定 理 [7]
,

当 甲〔X 时
,

必 有

帐Cl (口)
,

并满足条件叫
, 。 = 口甲/如 j

。。 二0
.

根据〔7〕和 H 6 1d o r不等式
,

我们不难证明引理 ].

引理1 存在常数N l ,

N : 和N 。 ,

N
‘ ,

使得对任意的甲〔X
,

有

、‘一, 一呈
, 2 ( ((

_

(入
2 , )

.

, 、x J。( 、: }一* 一{受
, 2

〕

N
:
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·
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, Z

J
J J 材
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.

4 )

其 中卜}
: , 2

为H
:
(口)中的范数

.

根据引理 1 , ‘

我们可在X 中引入两个等价内积

(
“ , 。)

、: ,
二 {{ (入

”。
)

.

J J g
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,1..护,
.

..犷名月勺�户

利用内积的定义
,

容易证明 ( 2
.

2) 和 ( 2
.

3 )的古典解( j
,

。 )必满足

( 。
,

, )
( , 》一

{{
。

( ,
,

, )
< , > 一

{{
。

( 八物)
·

甲区劣d梦二b : ( f
,

田 , 甲) + 又吞: (叨 ; 甲)

,

甲
。 , 、 , ,

1
, ,

又凸
“

J )
·

梦a x a y = 一万 o 宜戈叨
,

田 ; 梦)
‘

一 }
( 2一

其中
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“1(
“ ’“ ’ 甲’

刃!{
·‘(

“·’”’一 “ , ’” ·

’甲
二

‘ (
“一”一

“二“,

’甲
,

‘““““

}
b Z

(“ , 切)兰})
。
(“

·

甲
·

+ 叨 ,甲,
)d ‘ d “ J

(2
.

7 )

若一对 函数(f
,

。 )〔X 火 X
,

对一切的切
,

劝〔X 满足(2
.

6 )式
,

则称(f
,

二)为(2
.

2 )、(2
.

3 )的广

义解
.

因此看到古典解必满足(之6 )
,

因而是广义解
,

反之也能证 明
〔毛 ’ “’广义解亦是古 典解

.

利用 S o bo le v 嵌入定理和 H 6 ld e r 不等式以及 R eis z 表现定理
,

我们可将 (2
.

6 ) 进一

步化成如下算子方程

w 一几L(w )一 B I
(f

,

叨)二 o ,

f = 一 B
Z

(切
,

。)/ 2 (2
.

8 )

或等价地有

动一兄L(w )+ C(叨 )= 0 (2
.

9 )

式中C (。 )二 (z / 2 )Bl (B
Z
(切

,

切 )
,

。)
: X 、X 的齐三次算子

,

而 B :
(

u , v
)

,
B

Z

(
。 , 。

)是 X 中的有

界双线性算子
,

L(刃是X 中的有界的自共辘全连续线性算子
.

对于固定的
“ , v〔X

,

它们由

下式定义

b
:

(
u ; 切)~ (L(

u
)

, 中)
、: )

b ;
(
u , v , 甲)= (B

,
(
u , v

)
,

甲)
( : ,

b ;
(
u , v ; 甲)= (B

:

(
u , v

)
,

甲)
、: 》

(2
.

1 0 )

关于(2
.

的的详细推导及有关算子性质的证明可参考〔4
,

5 〕
.

三
、

线性化问题和特征值以及分支解

因为L早 全连续 自共扼线性算子
,

因此根据一般分支理论
,

使 (2
.

9 )的平凡解 (。
,

劝 =

(o
,

幻发生分支的几必使下面的算子方程
叨一 几L(劝 )= o (3

.

1 )

有非零解
,

等价的微分方程和边界条件为

入场 + 久△匆 = 0 ; 勿二 a功/ 面二 o 在a口上 (3
.

2 )

因为(3
.

2 )
‘!

一

‘
的微分方程是椭圆 型的

,

所以 当几= 。时(3
.

2 )只有零解
,

因此几二 o不是 L 的特征

值
.

利用反证法还可以证明
,

对一切的之
: 。< 久< 久

; ,

(2
.

9 )只有零解
,

其中几:为L的第一特征

值
.

现在设 护> o 是 L 的一个单 特征值
,

即 X ; ~ n ul l(几
件 一’

I 一 L )= sP a
n{

v : 卜
,

并令 X : =

ra
n g (尹

一 ‘
I 一 L )= X t

,

因 此X ~ X ; ¼X : .

对任何的 。〔X ,

我们有tD = (。
, v : )

( : , v : 十 v ,

其

中 。〔尤 : .

将 tD 的分解式代入( 2
.

9 )
,

并令 Q : X , X :的正投影算子
,

于是尸二 I 一 Q : X , X : 的

正投影算子
,

并得到

F ( v ,

舀
,

珍)芝 ( I 一几补L )v 一 叮几朴L 。 + P C (占。, + v ) = o

一刀占+ ( C (雪v : + 。 )
, v , )

《: , = o , 刀= (几一久费 ) /之, } ( 3
.

3a , b
, e )

式 中
,

夕= (。
, v : )

、1, .

注意到F ( o
, o , o ) = 0 ,

尸汉。
, o ,

0) 二 I 一几井方 X : , X : 的线性 同胚
,

所

以由隐函数定理知
,

在 ( 。
,

省
,

刀)二 ( 0
, o ,

的的邻域内
,

由F 扣
,

舀
,

的二 o可唯一地解出
v = v( 占

,

的
,

当 {引( 护
,

!引 ( 护时
.

将v( 古
,

刀)代入 ( 3
.

3b )
,

得到一维分支方程

一刀右+ (C (君。: + 。(君
, 刀) )

, 。: ) 《: , 二 o ( 3
.

4 )
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因为
v ; (0

,

o )= o , v
(0

,

刀)二 o ,

故v
“

,

刀)荟如“
,

刀)且 , (o
,

o )= o ,

从而(3
.

4 )可写成

了(雪
,

刀)二 一粉+ 雪么(C(。(雪
,

泞)+
。1)

, v l
)

(1 》二 o (3
.

4 )
‘

并且了(o
,

o )= o ,

了
,

(o
,

o )= 一 1
.

因而 由(3
.

4 )
,

可唯一地解出刀二刀(舀)
,

}舀{成占
o ,

且刀
‘

(o )= 0 ,

叮’(o )= 2(C(
v :
)

, v :
)
《, ,

> 0
.

这样我们已证明了下面的分支定理
.

定理 若护是L的单特征值
,

则(2
.

9 )的平凡解(w
,

幻== (O
,

幻在舫 处必发生分支
,

且分

支解有形式

, = 省v : + v
(睿

,

刀(占))= 占
。; + O (}睿}

”
)

f = 一 B
:

(w
,

, )/ 2 二 一安
Z
B

:

(
v : , v :

)/ 2 + O(I省1
3

) !雪I《安
0

久(睿)~ 久
. + 几补打(雪)二久

带 + (1 / 2 )(C (
v :
)

, v ,
)

( : 》久朴睿
2 + O( !雪}

3
)

(3
.

5 )

注意到刀(o )= 刀
产
(o )= 0 , 刀,

(o )> o ,

所以双约> 久
朴当 !引《夕时

,

这表示在 (o
,

久钓 邻域内

(2
.

的的非平 凡解支是从护的右侧分叉出去的
.

在现们我寻求几= 几
关
附近分支解的渐近表达式

.

设将。
,

f
,
几展成

‘的幕级数

田二 ‘勿 + ‘2。 : : + ‘a切, : + O(
‘毛

)

f=
‘Z
f

: , + ‘s
f
: : + O (

。4

)

久二久补 + ‘兄: ; + ‘2义:
2 + O(

‘“
)

’

(3
.

6 )

耸中沪为L的单特征值
, 幼为相应的特征向量

, 。
为小参数

,

定义为

一

{{
。 , 。“·“。

/ {{
。 , ‘

“·““

将(3
.

6) 代入(2
.

2 )
、

(2
.

3 )和(3
.

7 )并 比较
‘ 的同次幂的系数

,

我们得 到关于 叨 : : , 。 : : ,

f
; :

以及久: ; ,
几: :满足的线性方程和条件

,

逐次求解这些线性边值问题得到

。: : = f
: : 三 0 ,

久: : = 0

而f
: : , 切 : : 和久: : 满足如下方程和条件

(3
.

7 )

f
: : ,

(3
.

8 )

澎
八丫

1 : 二 一 〔勿
,

幼〕/ 2
,

在口内

f
: , = 。f

: ,
/ a

n = o ; 在a口上

入
“二1 : + 汽, △。1 : + 久: : △匆 = [ 劝

,

f
; : 」

二: : = 日二: :

/ a派= 0
,

ff 。
, ,

。‘二‘u ~ 0

J J 口

(3
.

9 )

、

在伽 下
在口口上 ,

(3
.

1 0 a ,

b )

(3
.

1 1 )

用叨乘(3
.

1 0 a
)的两端并在口上积分

,

得到

‘1 :

一

{{
。〔。

,

,
! !〕, d 二dg / {{

。 △,
·

“d X“ (3
.

1 2 )

与(3
.

5 )相 比较可知几
: 2

> 0
.

因此
,

我们得到孟
.
附近分支解的渐近表达式

, (x
,

v , ‘
)==

‘功(, , , ) + ‘3二 : :
(二

,

, ) + O (
。4
)

f(x
,

g , ‘
)=

〔艺

f
、,
(二

,

甘)+ O (
‘4
)

久(
‘
)= 几

苦 + 久: : ‘2 + O (
‘“
)

(3
.

1 3 )

四
、

数 值 计 算 与 结 果

由表达式(3
.

la) 我们看到在
.

单特征值护附近
,

分析椭圆板的过屈曲行为归结为求解关于
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特征值护和相应的边值问题(3
.

2 )
,

求解了
, :的边值问题(3

.

的以及叭
: 的边值问题 (3

.

1 0 )
,

其

中入
: 由(3

.

] 2 )计算
.

下面
,

我们用有限单元法逐次对上述边值问题进行计算
.

1
.

特征值和特征向纽的计算 求几使(3
.

2 )有非零解
,

即

八2 勿 十久△切 = O 在
助 下

在ag 上
夕

(4
.

1 )
叨 二 a切 / an = 0

,

容易得到与(4
.

1) 相应的泛 函万
,
为

1 f f 「 aZ切
, , , 一 Z

JJ
。

L丽
’

口2 功 a Z勿 1 , F日2匆 口2勿 日2 匆 〕, , ,

材
’

而万]u }
_

丽
,

命一刁劝 ,
一

」
“戈“ ,

叮 f 「月匆
_

旦匆
_

1「夕旦
2 JJ o t

_

口x
’

口夕 Jl
_

口戈

a切一

鲤
一

1
口夕 」口g

d 二如 (4
.

2 )

其中刀为弹性矩阵
,

0 0

1 0 {
,

一〔
左

一
’

(
1 一

爷,“
(4

.

3 )

O 下

‘

左
八”�0
�
.

广.

!
�

一一D

我们将椭圆板作三角形单元剖分
,

共划分成2 42 个单元
, 1 77 个结点

.

在每个结点 i 上
,

赋予一个函数值叭和两个一阶导数值 ( a功 /a ‘ )‘
,

( a切 /a 刃
‘ .

利用插值方法可得 到由单元结

点位移表示的形 函数
.

然后对泛 函刀 :
离散

,

得到刀
: = 习

.

H r
,

对 H : 求极值得到结点位移满

足的线代数方程组
.

适 当处理边界条件之 后
,

求此方程组的非零解
,

这将导致求解其 系数矩

阵行列式 J( 几) = 0 的函数方程
.

求出此函数方程的最小正根
,

即得到椭圆板的最小临界载荷

护
.

将护再代入结点位移满足的代数方程组
,

并利用特征 向量 叨满足的法化条件

{J
。“ ’

d X
匆一‘

即得到特征向量勿的数值解
.

详细的推导过程可参考有关有限单元法的论著
,

例如〔9〕
.

在某些给定的材料和几何参数下
,

我们计算了正交各向异性椭 圆板的前四个特征值并列

于表 1、 3中
.

裹 1 前四个特征值 (当 无= 1
, v : 二。

.

3
,

刀二 2 ) . 2 前. 个特征位
.

瞥过
一~ n

,’a i’’
’,

几一
「1

一
‘ ’ .

尸
’

~ ~号
’ .l

“ ” ~
’

一

\
、 、
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