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摘 要

本文处理的是轴对称体大角度斜出水三元非线性问题
,

以出水角的余角 a 为小参数进行摄动

展开
,

化为二维非线性问题求解
.

给出了零阶
、

一阶和二阶解的积分形式
.

其 中零阶解对应于轴

对称体垂直出水的情况
,

仍是非线性的
.

数值结果给出了不同F ro
u d 。数

、

物体不同长细比情况下

各阶自由面形状及各阶力的变化过程
.

关锐祠 出水 非线性自由面 摄动法 椭圆积分 边界元方法 傅里叶展开

出水问题的研究对水中兵器特别是潜射导弹具有重要 意义
.

由于自由面的存在
,

这是一

个非定常非线性问题
.

迄今为止
,

对这个问题的理论和数值研究还限于二元情况
,

分为线性

问题
【‘’, 〔2 , , 〔“, 和非线性问题

〔‘’, 〔5 ’, ‘6 ’,

〔4 〕中还考虑了空气介质存在的情 况
.

〔5 〕和 [ 6 〕中采

用的方法 (该方法最早见于仁7 孙 原则上可以用于三元出水间题的计算
,

但由于浩大的计算

工作量和三元自由面 数值处理的困难
,

目前尚未见到可供实际应用的成果
.

本文试图用摄动

方法处理轴对称体大角度斜出水三元非线性问题
,

小参数选为出水角的余 角 a ,

配合运用傅

里叶级数展开
,

结果各阶解简化为二元间题
.

与通常摄动方法不同之处是
,

本文的零阶解不

是线性的
,

它对应于轴对称体垂直出水的非线性解
.

各阶解中自由面条件满足的位置不是未

扰水面
,

而是形状和位置都随时间变化的零阶浓面
。

也就是说
,

一阶解和二阶解是对垂直出

水轴对称非线性流动的摄动
.

盛丹.‘·几价
.

一
、

问 题 的 提 法

如图 1
,

物体以常速 U 斜出水
, a 《 1 ,

设流体理想不可压
,

流动无旋
,

存在速度势
.

在

柱坐标系(
r ,

O
,

劝中
,

问题的提法是
:

控制方程 :

; , 一巴
一

要
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望
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以 上诸式中
,

必为速度势
,

z = , (
: ,

0
,

O是液面方程
.

(t == 0 )

(t ~ 0 )

tt 为物面 S 。 法向单位矢量
, 刀为物面切向与物体对称轴的夹角

为了将式 (1
.

3 )改写为便于计算的形式
,

我们定义 :

趁
~ 1 ; m

dt 一 石与

1
,

。 , , , 。
二

‘ . 、
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这里B是液面上的某种物理量
,

d B / dt 表示相邻 时刻液面上具有相同投影坐标(
r ,

幻的两点处

B 的变化率
,

它既不 同于欧拉观点中的 a B / at
,

也不同于拉格朗日观点中的 D B / D t
.

不难证

明
,

成立下列算子关系
:

d B _ a B
.

口行 aB
一丁石一

二二二 ,

下
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分别取B为踌和刀
,

注意a珍/ a二 = O ,

(1
.

3 )和 (1
.

4 )可重写为
:
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哪一
dt而一
dt

由于a 《 1, 可以认为这里的流场相对于垂直出水的偏离为小量
,

我们设
:

亏(
r ,

0
,

t)= r e o s otg a + 珍。(
r , t) + a 刀:

(
r ,

夕
,

t) + a ,刀:
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式(1
.

1 2 )中第一个等号右边第一项 由坐标系转换而来
,

图 1 中坐标系的取法将使物面条件具

有简单而准确的形式
.

将(1
.

1 2 )和 (1
.

1 3 )代入(1
.
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,
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再将 (1
.

1 4 )和(j
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15 )在 刀= 刀。处展开
,

利用(1
.

1 2 )
,

按 a 的幂次归并
,

得到前三阶定解

问题为
:
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在得到(1一 2 5 )
,

(1
.

2 5 )和(1
.

3 2 )过程中利用了(1
.

1 9 )
,

(1
.

2 6 )和(1
.

3 3 )
.

这样
,

我们将原来在
z = 叮上满足的液面条件移到了轴对称液面

““。
。

上来满足
,

这无疑会对问题的求解带来方便
.
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二
、

求 解 方 法

虽然 必
。

是轴对称流动 的速度势
,

但液面条件 (1
.

1 8 )是非线性的
,

而且液面形状 刀。 随时

间变化
,

因此需进行 数值求解 , 功
: 和 功

:

仍是三元函数
,

而且需要首先解得 功
。

以后才能依次

求解
.

但液面条件都是在 刀。上满足
,

当用边界元方法求解时
,

只要在 物 面 S 。 和 刀。 上分布

奇点就可以了
.

功
; 和 必

: 的求解思路大致相
,

沪
。

可看成它们的 特例
.

下面 以 必
:
为例

,

说 明

求解方法
.

根据势流理论和格林定理
,

我们在物面 S 。 和 叮。上分布强度为 a : 的源汇
,
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.

这
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.

2 5 )可得决定源强al , 的两个积分方程
:
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,
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.

10 )和(2
.

1 1) 唯一地决定 al o .
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,
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,

功
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化为二元问题

.

求解过程大致是
: 由(

‘

2
.

王。)和(2
.

1 1) 可解得源强 口 1 . ,

于是当前时

刻的流场参数可求得
,

再由(2
.

1 5 )可得到下一时刻的液面形状
,

如此从初始 条件 (2
.

1 3 )和

(2
.

1 4 )出发
,

就可按时间历程法一步一步地求解下去
;

仔细考察(2
.

10 )至(2
.
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,

不难发现
,

只有 m = 1 时才有非零解
.
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, t ~ 。 时

,
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,

必全. , 0, 根据 Fre d h ol m 积分方程解的性质
,
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,

从
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.

1 2 )和(2
.

1 5 )知
,
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零
.

故求解 必
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:
的问题

.
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K (的和E (寿)分别为第一类和第二类完全椭圆积分
.

功
: 的求解可仿照人进行讨论

,

结果表明
,

人的展开式只要 取两项即可
:

功
z

(
r ,

0
, 二 ,
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: 。
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r , z ,
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t )= 叮: 。

(
r ,

t ) + 粉:

式
r ,

t )
e o s 2 8

决定源强 J :

贰。= o
,

2 )的积分 方程为
:

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

2 二a Z 。 一

(
“。明
暴一

‘·”
一

晶
一

)IJ
‘。。2。 Zr ol . d lo

(
z 一 z 。

)
2 + (

r + r 。
)

2

(S 。
上)

〕
一。

Z r o lo d lo

斌
一

(
一

乏一 : 。)‘十 (
r + , 。

砰
二价贯

。 (冲
。

上)

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )沉a
r.!
�

一

了

!
护、.....、

由( 1
.

3 2 )
,

协萝
。之表达式为

:

协梦
。三功

2 二
( t + △t )二功

2 ,
( t )

一

卜叮: 。
( t )〔功

。:

( t ) 一必
。:

( t + △t )〕

+ ( 1 / 4 )(粉
: : + r )荃〔必

。z ,

( t )一必
。: :

( t + △t )〕+ ( z / 2 )(冲: : + r )
‘
〔功

, : :

( t )

一功
; : :

( t + △t )〕一 {功
。,

〔功
: 。 , + 冲。,

价
: 。 : + 粉: 。 (功

。, : + 打。r功
。: :

) ]

+ ( 1 / 4 )(功贾
: , + 功资:

:

士此
,
/

r Z

) + ( 1 / 4 )(叮, : + , ) 2〔功恋
.

, : + 功急
: 二

+ 功
。,

(功
。, : : + . 。,

必
。: : 二

)〕+ ( 1 / 2 )( 泞: : + , )〔功。
, z

必, : , + 必
。: :

必
: : :

+ 必
。r (功, : r , + 粉。r功

: : : :

) ] + 夕( 叮:

一 d o . , 。/ 2 )卜
: ·

△t (冲。上 )

( 2
.

2 6 )

由( 1
.

3 3 )
,

新的液面形状为
:

冲: 。
( t + △t )二珍: , ( t ) + {功

: . :
一叮。

一

协,
, 一 , : 。 ,

人
, 一 ( z / 2 )[ (冲, : , + 1 )必

, : ,

士 r 一“

(珍
: ; + r

)价, :〕+ 勺: . (功。
二 : 一场

,

功
。, :

) + ( z / 4 )(峥; : + r )气功
。, : : 一 , 。

,

价
. , : :

)

+ ( 1 / 2 )(粉
: : + r )〔功: : : : 一 粉。,

功al , : 一 (刃1卜 + l )功。
, :

」}
。

·

△t ( 冲。上 )

( 2
.

2 7 )

上两式中正负号处
, 二二O取正

, 。“仑取负
.

求得了几。以后
,

二阶速度势和速度分布可表示

为
:

{
必

2 = 功
: 。+ 功

: ‘o : 2口

u : = u Zo + “: z e o s2 8

v : = v : 。+ 刀 : z e o s2 8

田 : = 一 ( 2功: : / r ) 5 1红2夕

( 2
.

2 8 )

( 2
.

2 9 )

( 2
.

3 0 )

( 2
.

3 1 )

式中

r Zr o

l .

仇”

一J‘一
’

众币二万i护骊砰干丽
玄 “‘,

一l
,

产
:二

· :

一{
‘。几二

〔(舀杂】落头
~

)

州璐
I 。

)dI.

、

2
.

3 2 )

( 2
.

3 3 )

Zr o

〔( : 一 : 。) 吕+ ( r + r . ) 么〕
3 ‘z {

〔“一 z 。
,
’+ ·’一 r “〕

·

食
一 ( r + 一 ,‘

·

卜
‘。

( 2
.

3 4 )

了f...性.....,
、

1
...砚..es、



轴对称体大角度斜出水的非线性摄动解

其中
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侧向力
:

(3
.
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俯仰力矩
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F
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二

工
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一
”, d‘
〕 (3

.

1 0 )

以(p U勺2 )
·

(二刀兮4 )和(p U.z / 2 )
·

(二D s/ 4 )进行无量纲化
,

可以得到相应的力系数C
: 。 ,

C
: 2。,

C
, : 和C川

.

后面的计算结果将以力系数形式给出
,

并扣除了静水力部分
.

四
、

数 值 计 算 结 果

如 同边界元法数值离散过程一样
,

我们将物面和液面的子午线 l。划分为若 干 小 单元
,

每个小单元上布置等强度源汇
,

控制点取在小单元中心
,

各阶源强积分方程可离散为线性代

数方程求解之
.

其中几和几。的影 响系数矩阵是相同的
.

完全椭圆函数K 和E 采用文献 〔幻 推

荐的公式计算
.

本单元对其中心的计算公式需作特别处理
,

如同文献〔9 〕那样
,

通过泰勒级

数展开解决奇性问题
.

功
。和功

, 对r和 : 的高阶导数采用数值求
一

导方法计算
.

各阶目 由面形状及

其上流动参数用二次曲线进行分段平滑处理
.

计算模型选用不同细长比的旋转椭球
,

计算了

不同F r 。“d e 数的情况
,

初始头部浸深万
。

均取为一个直径
.

部分计算结果绘于图2至图 5中
.

图

中参数H 表示不同时刻的头部浸深
,

水下为负
.

刁: .

/ D 刀: :
/ D

0
‘

0 5

·
0 0 5

:

H ~ 一 。
.

2 D
. 2 :

H 二 0 ,

3: H ~ o
.

Z D

图 2夏各阶自由面形状演化(儿/ D 二 i
,

F 二 3
.

2 )

, , : :

/刀

一0
.

OS L

加户
1
/ 2

刀“ /D

“
·

片唤

私一

0
.
1导

犷
/D

:

/ D
一一一- ~ 叫

一 0 1弓

l : L / D 二 1, 2 : L胭= 2 , 3 : 去/ D = 4

田 3 不同长细
一

比橄球料出水液面形状让较(尸 = 3
.

2
,

H 一 0)
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图2 是球(L / D = l) 斜出水过程中各阶自由面形状的演变情况
,

分别绘出了物体头部三个

浸深时的液面形状
.

声 图可见
,

随着径向距离增大
, 珍。衰减较快

,

而叭 : ,

叭。和叭 : 衰减较慢
,

一 0
.

3
0 0 5

~ 0
.

2

一 0
.

0 5沁一刀: o

/ D

刀一1 / D

~ 0
.

1

几�

;
斗止‘

一 0
.

2

一 ,

怡一节厅一喻毕
F 二0

.

圈4 不同F教愉况下
,

8 , 2: F 二 1
.

6 , 3: F = 3
.

2
.

各阶力系傲演化及液面形状比较 (乙/ D = l)

勺口
沪衣了l.,

r lD r
胭

2 1 0 1 一- , , 犷””

1 :
垂直出水 ( a = 。.

)
. 2 :

斜出水( a = 1 0’ )

圈5 易宜出水和料出水液面形状比较(L / D , l
,

F = 6
.

4
,

H 甲 0)

且有幅度较大的振荡
,

但各阶液面抬高都在远处趋于零
.

由 刀。 的变化可见
, 在物体头 部 附

近
,

因扰动大
,

液面 上升幅度较大
,

远处则有较大范围的凹陷
,

但幅值较小
,

这不难由连续

方程得到解释
.

图3是不 同长细比椭球当头部到达静水面时各阶液面形状 的比较
.

不难看出
,

物 体 的长

细比越大
,

液面的扰动幅度越小
.

图 4是不同F r o u d e 数F ( = U 斌
一

云力 ) 情况下
,

各阶力系数随时间变化情况的比较以及物

体头部到达静水面 时各阶液面形状的比较
.

就液面形状而言
,

F数的影响不是很大
.

这 是因

为
,

对同一物体
,
尸数大

,

意味着液面受扰剧 烈
,

但物体到达水面所需时间较短
,

总的效果

则相差不大
.

但F 数对物体受力影响明显
.

以主阶力 C。为例
, F 二0

.

8时
,

物体遭受阻力
,

而F = 1
.

6和F = 3
.

2时
,

物体受推力
.

进一步的计算表明
,

F 数再大时
, C : 。

的变化不 阴显
.

可见
, F 数对受力影响显著的是较低尸数情况

.

图 4 中的力系数曲线还显示
,

物 体越接近液
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面
,

曲线变化越激烈
一

为了显示垂直出水和斜出水的差异
,

在图 5 中给出了球垂直出水(a 二 O
’

)和斜出水 (a 二

10
’

)当头部到达静水面时的实际液面剖面图
.

垂直 出水时
,

图形是左右对称的 ; 斜出水 时
,

近物体处
,

左边(e二二 )液面高一些
,

右边(口二0) 低一些
,

这是由于斜出水时
,

物体自左向右

有移动
,

左边液面较早受到扰动
.

五
、

结 束 语

本文用摄动法处理了轴对称体大角度斜 出水三元非线性问题
,

得到了若干有意义的数值

结果
.

以二元非线性问题作为零阶解
,

对其进行摄动
,

是一个新的做法
.

对物体的细长比没

有特殊要求
,

也是本方法的一个优点
.

对于有小攻角及偏离不大的非轴对称体的情况
,

本文

方法可以推广应用
.

将液面条件改造成便于用时间历程法求解的形式
,

是一个新的概念
,

具

有普遍的意义
.

但由于摄动法本身对液面方程的各阶导数有一定要求
,

本文只能处理到物体

接近液面而未穿出液面的情况
.

对于物体穿过水面并完全出水的复杂情况
,

需配合其他方法

进行处理
。
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