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摘 要

本文首先提出了离散时间L Q控制的本征值方程当夕 , 。时怎样退化成为连续时间L Q控制的

本征值方程
.

在建立了分离出的 " 阶连续时间的本征值方程
,

并保证了其本征值必定都在左半平

面后
,

本文提出计算其最靠近于虚轴的若千个本征对
,

可以通过A
.

二户J的矩阵变换
.

A
。

的本征

值全在单位圆之内
.

本征向量不变
,

至于本征值则只要做一次对数运算就可以求得原阵 的 本征

值
.

月
.

阵的最接近于单位圆的若干个本征对的算法
,

可以通过共扼子空间迭代解解决之
.

关艘询 L Q控制 本征值 本征向量 本征对

一
、

引 言

线性二次型控制问题的发展是控制理论方面 当前最为人们关切的问题
.

在〔1
, 2〕中

,

分

别对于离散时间及连续时间 L Q控制推导 了反向时间的代数里卡提方程
.

并分别建立 了其正

则变换矩阵
,

通过该矩阵的相似变换
,

将状态空间的传递矩阵分块对角化
.

这样就将原有的

2”空间分离
,

建立了两个各为
” 维空间的本征值问题的方程

,

分别相应于正向及逆向 时 间
.

在〔1
, 2〕中还指出

,

这 两个本征值 问题是互相关连的
,

只要求出其中一个问题
,

则另一个本

征值 问题的解决就可以通过基本代数运算求得
.

在此基础上
,

以下的问题是要求解这套本征值问题的方程
,

并利用本征向量进行展开
,

以求解瞬态过程问题
.

这方面的关键是求解本征值与本征向量
,

即本征对的问题
.

由于现在

是不对称矩阵
,

因此要求连同左
、

右本征 向量同时求解
.

对于维数不大的情形
,

可以采用同时求解其全部本征对的算法
.

这可以从〔3 〕中找到
.

当维数 n 比较大时
,

求解全部本征对就有困难 了
,

而且看来也无此必要
.

只要能求出其主要

的一部分本征对就可以 了
.

在离散时间的课题中
,

利用共辘子空间迭代法
〔‘’,

已经可求出最

接近于单位圆的若干个本征对
,

并且连同左本征向量也同 时求出
.

但是对于连续 时 间 的 情

况
,

其本征值全部处于虚轴的一侧
,

如何推求其最接近虚轴的本征值及其相应的左
、

右本征

向量若千组
,

还要进一步探讨
.

在理论上
,

这个问题是 已经解决的
.

设有本征方程

A X 二几X (1
.

1)

,

创刊十周年暨一百期纪念特刊( 1 )论文
.

1 9 9 。年 1 月 15 日收到
.
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其中 A 为n x n 的实不对称矩阵
,

并且已知其本征值全都在虚轴左侧
.

则取矩阵

A
。

= e A
(2

.

2 )

则A
。

阵的本征值全都在单位圆之内
〔6 ’.

本征方程为

A
o

X = 拼X (= 砂X ) (1
.

3 )

只要按(1
.

2 )式计算出 矩 阵 A
。 ,

则对于该矩阵求解(1
.

3 )
,

利用共扼子空间迭代法
〔‘’,

就可

以将主要的本征对求解出来
.

至于(1
.

1) 的本征值
,

则只要作一个对数运算
,

就可以求得

之二 In (“) (1
.

4 )

本征向量(1
.

1) 与(1
.

3) 式是相同的
.

所以(1
.

2 )式的运算是极其重要的
.

对于常系数微分方程组来说
,

(1
.

2 )式也是极其重要的
.

在文献 [ 6 〕中
,

我们将离散时间L Q控制的代数里卡提方程作 了八t* O时的取极限的推导
,

并据此建立 了连续时间的两个代数里卡提方程
.

发展了一套连续时间的两个代数里卡提方程

的迭代解法
.

本文也要弄清楚离散L Q控制的本征值方程怎样对At , 0时取极限
,

成为连续时

间L Q控制的本征方程
.

这样就理解得更为深刻
.

然后对于(1
.

2 )式的计算提出有效的算法
,

使得离散与连续时间的计算问题结合得更为密切
.

于是也就可以调用共辘子空间迭代法
〔‘’
来

求解最重要的若千个本征对 了
。

二
、

本征方程由离散向连续时间的退化

离散时间L Q 问题的正
、

逆向时间的本征方程已在文〔1 〕中建立
.

正向时间的本征方程

为 (矩阵符号请见〔1〕)

尸(I 十 G ‘S )X = 少X (2
.

1 )

或 (S 一Q ‘
)X 二“

‘小
‘

X (2
.

1)
‘

反向时间的本征方程为

(I + Q‘T )几二拼
‘中

‘
几 (2

.

2 )

或 尸(G
d 一T 林 = 一小T 几 (2

.

2 )
‘

式中为了区分起见
,

离散情况的矩阵加了上标
“
d

” .

在比〕中
,

对于连续时间LQ控制方程作

了恰当的离散化
,

相应的矩阵有以下关系

G d 相应于 G x 八t

巾 相应于 I + F x △t (2
.

3 )

Q ‘ 相应于 Q x A t

上式是就 LQ控制方程而言的
.

对于本征方程还有本征值也有退化问题
.

当At o o时
,

离散时

间LQ控制问题的本征值都会趋于 1
,

这 是零次近似
,

考虑到At 的一阶小量
,

有

尸、 1 + 户 △t (2
.

4 )

这个拼其实就是连续时间下本征方程的本征值 了
.

这里就来证明
.

将(2
.

3 )
、

(2
.

4 )代入 (2
.

1)

式
,

有

(1 + 拼 X At )(I 十 G S x A t )X = (I 十 F x At )X

展开之
,

有

X + (拼X 十 G S X )配 = X 十F X x At + O( (△t )
之

)

X 互相抵消
,

剩下的当△t , O时
,

有

(F 一G S )X 二“X (2
.

5 )
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这与仁2 」中的正向时间本征方程相同
.

将(2
.

3 )及(2
.

4 )代入 (2
.

幻式
,

经相同的推导
,

得

(F
‘
一 QT )几+ 拼几== o (2

.

6 )

与〔2〕中推出的反向时间本征方程相同
.

这个退化的推导给我们提供一个相互关系
.

尤其是(2
.

4 )式说明了所谓左半 平 面
,

实际

上是单位圆在 1 这个边界点临近小区域放大而成的
.

离散时间控制保证(2
.

1) 式的本征 值 一

定在单位圆之内
,

所以邻域的放大就是左半平面
.

它也说明了
,

将△t取得很小
,

由方程(2
.

1)

硬算本征值
,

必定会造成高度病态
.

因此还是应当由(2
.

5 )或(2
.

6 )式来进行计算
.

三
、 e A

的 计 算

在文献〔7 〕中给出了一个例题
,

说明 砂 的计算必须十分小心
.

该例题说明级数展开之法

并不总是可靠的
.

当然例题所述是比较严重的情况
,

如果采用公式

‘通 = 〔口‘通
1 . , 〕

韶

(3
.

1 )

先将刁阵缩小
” 倍

,

再做级数展开
,

然后 再算
n
次幂

,

就不致于发生很严重的误差了
.

先看普通的指数函数产的计算
,

产的定义为

。x = lim (1 + X / : )
.

(5
.

2 )
” - 扣 叼比

数值计算就可以由此进行
,

式中
,
可以选为

n = 2 万
、

(3
.

3 )

这样
,

可以利用公式

(1 + X /
n
)(

2 万 )= [ (1 + X /
n
)(

2 万一‘)〕
么

(3
.

4 )

例如
,

选用N = 15
, 2 万 ~ 3 2 7 6 8

.

当X = 1时就可以计算得相 当精确了
.

但只需作N = 15 次乘

法
.

现在要考虑当
n
选得较大时

,

是否发生病态
,

或者发生严重舍入误差的可能
.

问题发生

在开始进行乘法之时
.

因为X /n 是很小的数

(1 + X /
n
)

2
= 1 + 2(X /

n
) + (X /

n
)
2

(3
.

5 )

将X /n 与 1 相加就会消失掉精确度
,

因为计 算机是在有限位有效数值之下执行的
.

因此实际

上应当寄存的只是

d = 2(X /
,
) + (X /

n
)
么
= (X /

n
) x (2 + X /

n
) (5

.

6 )

这个量
.

因此算法应 当是

if X < 0 t h e n b e g in X
:
= 一X ;N E

:
= T r 往e e n d e ls e N E . = F a lse ,

d
:
= X /

n ;
(注

: n = 2 万)

fo r i
:
= 1 to N d o d

:
= d x (2 + d )

,

if N E t h e n o x :

= i + d e ls e e x :
= i / (i + d ); (3

.

7 )

采用以上算法就免除了在d很小时就与 1 相加而致损失精度的可能
.

不怕 ”选得很大 了
.

由

于选用(3
.

3 )
、

(3
.

4 )
,

因此当 n 从 3 2 7 6 8 加大到 1 0 4 8 5 7 6 时
,

只是再多做 5 次 乘 法
.

注意

(1 十 1 /
n
)
“

是 。 的上升 函数
,

因此算得的是下界
.

利用(3
.

2 )式计算
e ,

为

n = 1 0 2 4 3 2 7 6 8 1 0 4 8 5 7 6

e 娜 2
.

7 1 6 9 6 2
.

7 1 8 2 4 2
.

7 1 8 2 8 0

计算是用R ea l x 4在IBM
一

PC上做的
,

约 7 位十进制有效数字
.



48 钟 万 恕 杨 再 石

这个算法是否可以再改 良些呢 ? 请从(3
.

1) 式来看
.

利用展开式
e x = 〔。X , ”

」
”
= 〔i + (X /

。
)+ (X /

。
)
2
/ 2 ! + ⋯〕

”

”〔i + (X /
,
)+ (X /

,
)
2

/ 2 〕
,

(3
.

8 )

此式比(3
.

2 )式多 了一项
.

其算法当X > o时为

己
:
= (X /

n
)x (1 + X / (Z

n
)) (注

: , = 2 万 )

fo r 萦
:
= 1 to N d o d

:
= d x (2 + d )

;

。 X :

~ i + d (3
.

9 )

精度就好得多
.

令万 ~ 1
,

计算
e ,

有

n = 6 4 2 5 6 1 0 2 4

e 幻 2
.

7 1 8 1 7 2
.

7 1 8 2 7 5 2
.

7 1 8 2 8 2

这个算法就怕
e 一 x ,

当X 负得多时就不行 了
.

但
e 一 x ~ 1/ ex

.

这在(3
.

7 )式中已表述过 了
.

从这个例可以想见
, e 孟的计算也可以沿用(3

.

8 )
、

(3
.

9 )
.

不过这里应当用A 代替X
.

设

A 阵有不同的本征值

A X 二 X 「几」
,

X
一 ‘
A X = 「几

_

! (3
.

10 )

故有
e 通== X (X

一 ‘e 滩X )X
一 ,

== X e X 一 ’通X X
一 ‘
二X e 「人 :

X
一 ‘

= X 「
e 几
」X

一 ‘
(3

.

1 1)

式中 X 是由本征向量构成的阵
,

当然可以认为X 是规格化的
.

注意现在应当执行的是

e 通
、〔I + (A /

n
)+ (A /

n
)

2

/ 2」
.

(= X 厂(i + 几/
。 + (几/

。
)

2

/ 2 )
”

」X
一 ‘

) (3
.

1 2 )

从精确度的角度
,

要求 几/
n 是很小的量

.

这要求对于A 阵本征值模的上界要有一个估值
.

对

此
,

可以 用盖锡高林圆来作估计
〔a , .

至于

R e
(兄)异。 (3

.

13 )

的要求
,

则对于L Q控制问题
,

只要将(2
.

5 )式换一个负号即可解决
,

即选用矩阵

A = G S 一F (3
.

14 )

就可以 了
.

四
、

数 例

正如上文所述
,

A 的运算是极其重要的
.

为表达清楚起见
,

这里举一个 4 维 矩 阵 的 数

例
.

原始的才阵为

饰..锐甘,..,.1
,,曰O八亡n八h

.

⋯
]八U八”一�J1

.

0

一 0
.

6

0
.

0

0
.

4

1
.

9 0
.

8

3
.

0 2
.

1

一 0
.

8 2
.

4

一 0
.

8 0
.

2

r..‘l
r

.i.,.L

一一
A

选用N 二 16
,

计算得到的阵
e 注
为

no八Od.上,上1 1
.

1 7 2 7

5
.

13 0 7

1 1 2 8

6 3 0 8

一 1 3
.

4 2 0 7

一 1 1
.

10 2 3

一 1 4
.

2 5 7 9

一 5 5
.

6 5 0 9

1

一 1 0

.

70 6 3

.

8 3 8 6

.

3 8 1 9

.

3 9 9 7

1 0 3
.

3 7 9 2

7 8
.

3 5 9 2

3 0
.

70 3 5

2 6 0
.

8 2 7 8

!I
J

一一
通e
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而该阵的本征对为

( 1 )本征值

本征向量

(2
, 3 )本征值

本征向量

( 4 )本征值

本征向量

拼= 2 5 4
.

6 7 8 0 (I
n 拼= 5

.

5 4 0 0 2 )

(0
.

4 1 3 7 7 6 0
.

3 0 9 9 1 8 0
.

1 2 2 1忽3 1
.

0 )

拼” 2
.

7 9 5 8 3 5 士 2 2
.

4 9 4 8 9 1(In 产= 2
.

5 3 5 5 4 3 0士 1
.

4 2 8 0 4总3 1 )

{0
.

8 7 0 3 7 9 1
.

0 一 0
.

0 1 4 6 8 8 0
.

1 1 0 7 6 9

士(一 0
.

4 7 9滚4 3‘) 0
.

0‘ 0
.

5工2 2 7 11 o
.

O8 o 7 6 7 f }

拜二4
.

0 2 0寸8 6 (In 拌= 1
.

3吕8 9 1 2 )

(1
.

0 0
.

1 7 3 7 2 5 0
.

1 7 9 2 9 2 一 0
.

0 7 0 4 9 9 )

而原阵A 的本征值与本征向量为

( 1 )本征值 元= 5
.

5 4 0 0 0 2

本征向量 (0
、

4 ]
.

3 7 7 7 0
.

3 0 9 9 1 9 0
.

1 1 2 1 2 3 1
.

0 )

f Z
,

3 )本征值 兄一 2
.

5 3 5 5 4 4士 1
.

4 2 8 0 4 9‘

本征向量 {0
.

8 7 0 3 7 9 1
.

0 一 0
.

0 1 46 8 8 0
,

_

11 0 7 6 9

士(一 0
.

4 7 9 4 4 4‘) 0
.

0云 o
.

5 1 2 2 7 1 f 0
.

0 8 0 7 6 7 1

( 4 )本征值 几= 1
.

3 8 8 9 1 3

本征向量 (1
.

0 0
.

1 7 3 7 2 5 0
.

] 7 9 2 9 2 一 0
.

0 7 0 4 9 9 )

计算精度可以满意
.

如果用N ~ 20
,

还可以更精确些
.

计算是在IB M
一

PC上完成的
.

实数说明全部 是R ea l x 4 ,

用的是 MS
一

Pa s
ca l语言3

.

20 版

本
.

实型数大体上是 7 位十进有效数字
.

1 1

2 〕
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o n the C o m Pu ta tio n o f the M a in E ig e n 一

Pa ir s o f the

C o n tin u o u s 一 T im e L in e a r Qu a d ra tie C o n t r o l P ro ble m

Zh o n g

(D a l东a ” U ”勿e r s‘f ,
·

W
a n 一 x ie

o f T e e h”0 10 9 9
,

D a l‘a铭 )

Ya n g Z a i
一 shi

(H i口he r E d u e a tio ” P r e“
,

B e iji”口)

Abstra c t

T h e d e g e n e r a tio n o f the e ig e n v a lu e e q u a tio n o f th e d is e r e te一tim e lsn e a r q u a d r a tie

e o n t ro l p r o ble皿 to t五e e o n tin u o u s 一tim e o n e w h en △才, 0 15 g iv e且 fir s t
.

W he n th e

e o n t in u o u s一 t im e ”一 d im e n si o n a l e ig e 且 v a lu e e q u a tio n ,

w hieh h a s a ll th e e ig en v a lu e s

lo e a t e d in th e le ft h a lf p la n e ,

h a s b e e n r o d 住e e d fr o m th e o r ig in a l Zn 一 d im e n s io n a l

o n e ,
t五e p r e s e n t p a p e r p r o p o s e s th a t : e v e r a l o f th e e ig en v a lu e s n e a r e s t to th e im a g i

-

n a r y a x is b e o b ta in e d b 了 t h o m a tr i叉 t r a n s fo r m a t玉o n 且
。

二 e

人 A ll th e e ig e n 丫a lu e s o f

A
。 a r e in t五e u n it e ir e le

,

w ith th e e ig e n v e e t o r s u n c h a n g e d a n d th e o r ig in a l e ig e n
-

v a lu e s e幼 b e o b t a in e d b y a lo g a r ithm o p e r a t io 且
.

A n d s e v e r a l o f th e e ig e n v a lu e s o f

A
。 n ea r e s t to tli e e ir e le e a n b e e a le u la te d b y th e d u a l s u b s p a e e it e r a t io n m e th o d

.

K e , w o rd 忿 lin e a r q u a d r a t ie e o n t r o l
, e ig e n v a lu e , e ig e n v e e t o r , e ig e n 一 p a ir s


