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摘 要

本文提供一个一般性的方法
,

给出至今仅局限于主轴表示的连续介质各种旋率的抽象表达式
,

从而扩大了各种旋率进一步应用的可能性
.

关扭阅 旋率 主轴表示 抽象表示

连续介质在每个典型点有三个与变形相关的基本主标架
:
L ag

r a n ge 标架 玉N ‘}
,
E ul er

标架 {n ‘} 和伸缩率标架 {。
‘

} (参阅仁1 ~ 。」)
.

它们都是单位正交向量组
,

分别代 表右伸缩张

量U
,

左伸 缩张量 V 和伸缩率张量 O的主方向
.

这三个张量由变形梯度 F或速度梯度L表达
:

u一 (。
, ; )去

,

v = (。;
,
)去

,

。二 (L + L ,
)2 2

,

并分别在各自的主标架
一

F有谱分解
:

U = 乙 几。N ‘À N . ,

‘

v = 乙 几‘n ‘À n ‘, D = 乙 d ‘v ‘À v‘

( 1 )

这里
“ . ”

表示转置
.

U和 V 出现在 F的极分解中
:

F = R U = V R

其中 R 是转动张量
.

在运动过程中
,

各标架相对于不动的背景标架 灌e
‘}转动

,

方位可以看作是王e
‘}方位转动的结果

:

N‘= R L e ‘, n 。~ R ‘e ‘, v‘= R D e ‘

其中 R 乙 , R , 和R D是相应 的转动张量
.

将( 3 )各式物质微商
,

有

( 2 )

它们的当前

( 3 )

N ‘= Q L N ‘, n ‘= Q刀n 一 , v ‘~ Q D v - ( 4 )

反称张量
Q L : = R 乙R L

气 Q , :
~ R , R 刃气 g D : = R D R D 井 ( 5 )

是标架 {N ‘} , { n ‘}和 {v ‘}相对于{ e ‘卜转动的绝对旋率
,

分别 称为 L a g r a n g e 旋率
, E u le r 旋率

和伸缩标架旋率
.

长期以来
,

人们认为速度梯度的反称部分
,

即自旋 W ” ( L一 L勺/ 2是 通v , } 的绝对旋率
.

现 已证实
,

这是一种误解 (参阅〔6
, 7〕)

.

H ill 的主轴法〔‘’成功地取得一系列别的方法难以达到的结果
.

至今
,

我们只有上述三种

旋率的主轴表示
,

例如Q L
和Q 刃

见〔8 ] 的 (3
.

n ) 沁 Q D见 [6 , 7〕
.

这种状况有碍于这些旋

率的进一 步应用
,

例如用以构造客观性应力率
,

因为
:

( i) 对每一具体问题
,

以 主 轴方向为

坐标曲线方向的坐标系
一

主问题解决以前是未知的
; ( ii ) 在理论研究中常常要求将各量表成与

标架无关的抽象记法
.

创刊十周年暨一百期纪念特刊( 1 )论文
.
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本文要 表明
,

这些旋率均满足某一类型的张量方程
,

可以分别 用相应的U及其物质导数

u , V 及 V 和 O及O自然地抽象表出
.

将(1 )
:
物质微商

,

并利用(4 )
,

有

O二乙〔孟
‘N ‘À N ‘+ ; ‘(肉

‘À N ‘+ N ‘À自
‘)〕

= E 〔孟
‘N ‘À N . + 凡‘(。乙N ‘) À N ‘+ 几‘N ‘À ( QL N ‘)〕

一

军“
N ‘À N‘+ “‘(军“‘N ‘À N ‘

)
一

(军“
。N ‘À N‘

)
“‘ 一

军“
N ‘À “‘+ “石

。一 U“‘
·

因此
, QL 满足张 量方程

U。“一 Q 石U = 乙 久
‘N ‘À N ‘一O

类似地
, Q忍和 Q”分别满足方程

v。, 一 Q, v = 艺 轰
‘n ‘À n ‘一分

D Q”一 Q”D = 艺 d ‘v . À v‘一 D
.

这些方程均属同一类型
.

今以护二。
‘, N ‘À N ,

为例进行分析
.

记为 B ( U
,

0 ) = b . , N .À N , 二乙乳
‘N ‘O N ‘一 O

( 6 )

( 7 )

( 8 )

方程 ( 6 )的右端是对称张量
,

( 9 )

先一般地讨 论具有任 意对称右端B的方程 ( 6)
.

我们将看到
, B 要满足一定的

,

( 6 ) 可解的必

要条件
.

从 ( 6) 容易看出
,

反称张量护是 U和B的各向同性张量函数
,

且关于日是线性的
.

根据张量函数表示定理
【“’,

这些性质使Q石必具有抽象形 式
:

Q L ( U
, B ) = a 一( U B一 BU ) + a : ( U

名B 一 B U Z

) + a 3( U么B U 一 U BU “

) ( 10 )

其中 al ,

人
, a : 是 U 的三个主不变量

:

I = 几: + 几: + 几: , I = 几: 几: + 几:几; + 几1几: , I = 兄i又:几3 ( 11 )

的函数
.

问题归结为确定这三个函数
.

在 U 的主标架{N’ }下 ,

方程 ( 6) 和表示 ( 10 ) 分别

具有分量形 式 (‘笋j) :

。‘, (元尸几, ) = b ‘, ( 1 2)
。‘, = a i b‘, (兄‘一几s ) + a : b‘, (几卜鲜) + a sb ‘,元‘几, (之‘一几s )

.

( 13 )

从( 12)可以看出
, B必须满足

bl : = b : z = bs s ~ o ( 24 )

情形 ( i) 几: 手 几
:
笋几3笋 元:

.

如果 b : sb slb : :
笋 0 ,

比较 ( 1 2) 和 ( 13 )
,

得

a : + (几‘+ 几, ) a : + 几‘几, a s = (几‘一几, )
一 2

( i手 j) ( 15 )

这是以 al ,

婉
, a :

为未知量的代数方程组
.

由于系数矩阵行列 式

f i 几
: + 之:

久
:
久:

△一 }1 又3 + 久, 几
:
几:

11 几: + 几: 几:几:

( 15 )有唯一解
.

方程组 ( 1 5 ) 关于丸
,

从
,

几是对称的
,

因此它的解是 凡
,

棍
,

兄。的齐次对

称有理函数
.

根据对称多项式基本定理
,

解又可用基本对称多项式 ( 11) 表出
.

于是
,

我们有
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、

l
甘1.
\/

1
.
.

;
了

al ~ 厄
“一(6 1 1 一 5 1 艺 I + I ‘+ 4 1

“

)

a 么一

协
一

(4 1 卜 1 3 一 。; )

a : 一

奋
( 1

2 一 3 ; )

(1 6)

其中 △2二 1 8 1 1 1 + I
:

I
乞一 4 1

3

1 一 4 1 3一 2 7 1
“

(1 7)

当 b
: :

bs , b : : 二0
,

从 (1 2 ) 和 (1 3 ) 只能得 出 (1 5 ) 的一个或两个方程
,

这时解 {a ‘}不唯一
但可以证明

,

笼a ‘}的不唯一性并不影响抽象表示 (1 0 ) 的唯一性
.

因此
,

条件姚
。
ba

l
b!

: 砖 O可

以去掉
.

情形(11) 当U有两个相等的特征值
,

例如久
, 笋义

2

= 久
。
~ 只

。 ,

在U的主标架下
,

方程(6 )的左端是

U”‘一
‘

一(
曰1 2

一口2 1

一 口 5 1

口1 3

0

0 ) (1 8 )

要使方程 (6 ) 是相容的
,
B必须具有形 式

b l: b l。

b : 1 0

b
: 2 0 ) (1 9)

�日,�0

‘

了犷矛....、、

叼一一B

此时
,

方程 ( 1 2 ) 无法确定叭
。 (即 叭

:

可为任意 )
,

因为这 时 U的特征方向是不确定的 (在

N : 和 N
:

张成的平面上任意方向都是 U 的特征方向 )
.

但是考虑 到对情 形 ( i)
,

从 ( 1 2 ) :
有

。 : 3 , o (几: , 只3 ) (如果b : 3二 o (几: 一几
3

) )
,

则从连续性的角度
,

在情形 ( 11)
,

取。: : == o 是合适

的
,

即规定

口2 1

口5 1

曰 I t

0

口13

0 )
了了口...几飞、

一幼一
乙Q

将方程 (6 ) 通过 ( 1 8 ) 和 ( 1 9 ) 确定的。
‘,
代入上式

,

考虑到

U“一 B。

一(
0

一 b : ,

一 b s l

bz : bls

0 0

0 0 )
得

、.了BU
一

BU了气
、

一、,
夕

,土一�

组

、、..了娜/bl002bl000

一 b : -

一 b : x

了
口j月...、、

一
凡

,上一.

一.滩仍一一
LQ

1
,
二 。 。二 、

= 丁下二了r LU D 一 。。 )
·

情形 (“i) 当大: ~ 几: = 棍
,

( 6) 的右端恒为零
.

因此
,

右端也必须

B = 0

这时Q乙
可为任意

.

沿连续性的考虑
,

取

Q乙= 0

( 2 0 )

( 2 1 )

( 2 2 )

是合适的
,
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下面对具体的表达式 (9)

情形(i) 条件 (1 4 ) 等价于

郭 仲 衡 梁

检验B是否满足条件(1 4 )
,

(1 9 )和 (2 1 )
.

〔t r B ]
“+ 〔t r (tjB )〕

z + 〔t r (U
“
B )〕

2
二 0

.

(2 3 )

直接计算

tr U
二乙 几, 二乙丸

, t
宕乎二乙材 一 Z E 击天

, , t
为

‘一乞丽
一 3兄 材丸

“和利用熟知公式(见〔1 0〕的第1 31 页 )

王幸汀 = l
:

o = tr o
,

存。
:
一 Zu

:

。= Ztr (u。)八幸乎一 3 u“
:

。== 3 tr(u
,

0 )
,

我们有
, ·B 一 , ·

(军“
N ‘À N 。一“)一军‘一

‘·“一”
,

, ·(‘, B , 一 , ·

(军““
, ”‘À N一 U。)一军‘

。
“
‘一 , r ( Uo , 一”

,

, ·( U
“B , 一 ‘

·

(军‘子‘
·N ‘À N ‘一 U ‘

。)一军“‘
。一 , ·( U“。, 一”

·

由此
,

条件 ( 23 )
,

即 ( 14 )是满足的
.

情形 ( 11) 几: 祷几: = 只: ~ 几。
.

有

B = 兄 几
。N ‘À N ‘一 0 = 一 乙 之‘(目‘À N‘+ N‘因目

‘) = 一 E 几‘。 , ‘( N , À N ‘+ N ‘À N , )
‘ t ‘

= 一 (几:。 : :N ZÀ N , + 几,。: , N 3À N : + 几。。 ; ZN : À N Z + 久。。3 : N 3º N :

+ 久。。1 3N一À N 3 + 几。。2 3N : À N 3 + 几l。 : zN I À N : + 几:。 : zN zÀ N 3

+ 几。。 1: N ZÀ N : + 几。。3 2N 2À N 3+ 汽。。 1。N 3À N , + 几。。 : 3N 。O N :

)

一 口21

一 口31

曰1艺

0

口1 5

0 )
J

了尸‘.吸、、

、

,
矛

几
一

.

人/‘.

皇

可见
,

条件 ( 19 )是满足的
.

情形 ( 111) 几1= 久: = 久。= 久。, tj= 久。N ‘À N ‘,

B ~ 一几
。

( N ‘À N ‘+ N ‘º N ‘) = 一久
。

(。 , ‘N , À N‘+ 。 , ‘N ‘À N , ) 一 0
.

条件 ( 21) 亦满足
.

于是
,

总起来有

岌
〔( 6 1一

5 1 2 1 + 1 4 + 4 x :

) (o 、」一。u )

+ ( 4 1 1 一 I “一 。! ) ( 0 {J‘一 。‘0 ) + ( I
’一 3 1 ) ( t夕Ou , 一 u ,

O、一)〕

( 24)

( 25 )

/11
声

一一
LQ

1 / .
、二

:

二
、

一

万 一端 气V 切 一 U U )

一 3 1
、

( 当元: 价几: 铸 元。祷几, )

( 当几1笋 之: 二几3)

( 当凡, = 几:
二几

3

) ( 26 )

飞�

10

、

l!
艳、

值得注意的是
,

由于与 U 共轴
,

E 久
‘N ‘À N ‘

不出现在最终表达式
.

旋率Q , 和 Q”也有类似的表达式
.

对Q, ,

只需在上式中用v和 奋分别代替 u 和 O
,

而对于



连续介质基木主标架旋率的绝对表示

护
,

则分别用O和O代替
,

并且此 时的 I
,

I
,

l 是D 的主不变量
.

我们还可以讨论各主标架间的相对旋率
,

例如 E 公er 标架相对 L ag ra n ge 标架的旋率

Q左一 R R气 (2 7 )

现求它所满足的方程
.

为此
,

将(2)
: 物质微商

良U + R O= 空R + V 良

即 良R
,
(R u R

,
)一 v决R

, = 幼一 R OR
,

得 v。, 一 Q , v ~ ROR
, 一分 (2 5 )

该方程和 (7 )的区别仅在右端
:

B = R OR
, 一分 (2 9 )

将(2的代入解的表达式
,

经过整理
,

得

Q
R

二Q 窟一 R QL R 补 (3 0 )

它和厂3 〕的(5
.

3 3 )式一致
,

其物理意义是
:

{n ‘}相对 {N‘} 的相对旋率等于 {n ‘} 的绝对旋率减

去天N ‘} 的绝对旋率
.

如果引进共转导数
、了、、.了、,产、、产

,上9“内j月任nJ八口nJCQ
户‘、
矛
r、矛‘
、J‘、奋

:

~ 分+ v。: 一 Q R v = R OR
.

则 (2 9 ) 可写成

从而有

O .

B = V 一 V

岌天(
”1 1 一 5 1

‘

I + I
‘+ 4 1 ’

)[ (v 一 v )v 一 v(v 一 v )〕

Q . 二

+ (4 1 1 一 I , 一 9 1 )〔(喻一奋)v
, 一 v ,

(甘一 资)〕
+ ( I

, 一 3 1 )〔v(分一命)v
, 一 v

,

(分一奋)v z卜

+ ( I
名一 3 1 )〔V (V 一 V )V

Z 一 V
Z

(V 一 V )V 〕卜

(当几
: 笋只

2
笋几。铸 义: )

1 尸 l 、
忿 乙

、 、 , 、 , ,

:’’
号
、 _

f l一万
一

了 L L 替 一 v ) v 一 v 气v 一 v )」
1 一 Q l

(当义笋几= 之)

(当之
1 = 久

:

二久s)

其他相对旋率也可根据类似于 (3 0 ) 的公 式由绝对旋 率求得
.

我们还可以求各种应力张量主标架的旋率的绝对表示
,

方法是相同的
,

这里不再赘述
.

总结起来
,

旋率是一种特殊类型的张量方程的解
.

求这个解可以将主轴法和张量函数 表

示定理结合起来
,

使 问题化为一个特殊的代数方程组问题
,

然后应用对称多项式基本定理而

得到旋率的绝对 表示
.

从这里的讨论已可显示出一种将主轴表示转换为抽象表示的 普 遍 方

法
.

我们将单独地系统介绍这 种方法
.
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