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摘 要

本文把原有M e lni ko v 方法推广到高阶情况
.

找到了二阶次谐M e lni ko v 函数表达式
,

并且证

明了在一定条件下可以用二阶次谐M e l川k o v 函数来判定系统的次谐或超次谐的存在
.

关位润 M ei 川 k o v

方法 次谐分叉 超次谐分叉

一 己 1
.

会
.

‘

、 J , 万习

M e ln ik o v 方法最早由M e lni k o v 提出
「”

.

八十年代初 由H ol m es 等学者加 以发展成为 一个

系统的解析方法
『么“’,

用此方法成功地分析 了一类平面 H a m il t o n 系统在周期扰动下的马蹄

与次谐分叉
,

对 于连续的非线性动力系统性质研究起了推动作用
.

我们也应该看到在用 M el n ik o v 方法对一些经典系统的处理中往往只能判定次谐分叉的

存在
,

而无法判定超次谐分叉的存在
,

比如对负线性刚度的D 叮fin ‘系统 【“’ ,

软弹簧D 叮fin g

系统
〔“’.

以及Jos 印h s o n 结模型〔”’的研究都出现这样情况
.

〔2 〕中特别提出这一个尚未解决问

题
.

事实上
,

这类系统的超次谐是存在的
〔7 , 8 ’,

因而有必要改进M el ni k oy 方法
,

使其能够用

来处理非线性系统中广泛存在的这类现象
.

原来 Mel ni k o v 函数从几何上讲是距 离函数渐近展开的首项
,

如果我们考虑渐近展开的

高阶项
,

就有可能得到高阶M e lni k o v 函数
,

利用高阶M elni k o v 函数就有可能对超次谐现象

作 出判断
.

考虑平面非 自冶系统
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定义 1
.

1 1 ) (1
.

2 )的解(x (t)
,

v(t)) 称为0 型周期解
,

如果存在 T 苦> o ,

使 (x (t +

T 铃
)

,

夕(t + T 共
)) = (x (t)

,

夕(t))对一切 t〔R 成立 ;

2 ) (1
.

1 )的解(, (t )
,

y(t ))称为尸型周期解
,

如果存在T 肠> o
,

使得 (x (t + T 苦
)

,

夕(t+

T 补
))= (x (t ) + 2二

,

夕(t ))对一切 t〔R 成立
.

如果进一步假定 (1
.

1) 是一个平面H a m il to n 系统
,

并附加上一个以 T 为周期的小扰动
.

定义 1
.

2 女口果定义‘
.

‘中周期解的周期 T * 一
贯

T
, m 和 n 为互质正整数

,

贝。称(‘
.

‘)的

周期解在 n ~ 1时为(1
.

1) 的次谐解
,

在打> 1时为(1
.

1) 的超次谐解
.

下面就以R 型周期解为例证明有关高阶Mel ni k o v方法的结果
,

自然这些结果也能推广到

O型周期解
.

二
、

假设以及主要结果

讨论如下系统

“一f(
“

,
, “一
( )

‘R
(2

.

1 )

,
f
:
(
“
)
、

其中 j(
“
)‘气

, / 、

少“ ,(
r ) 3 )

·

假设 (“
·

1 )为一 H a m ilt
o n 系统

,

即存在函数万(x
,

。)
,

使

J : 气“少

得f
: = aH / a夕

,

f
: 二一 。H / a劣

,

且要求f(戈 + 2二
,

y )= f(二
,

梦)(V (x
,

y)〔R
l

)成立
.

对(2
.

1 )作进一步假设
:

H :
) 存在曲线l:和l:

,

l‘= 王(二
,

, ‘
(二 )1二〔R

.

v‘(二 )(C (R )
.

‘= i
、

2
,

} 且 g ‘(二 )< , 艺

(x )
.

V 二〔尺
,

使得I, 和I: 所夹区域B 是(2
.

1) 不变区域
,

其中jl (x
,

y )价。
;

H :
) B 中存在(2

.

1 )一族连续周期轨线q 。

(t )
,
a〔Jc= R

.

且可 表为g 。

(t)二 {(x
,

y o

(x )I二〔R
,

, 叹二)〔C
么
(R )

,

, a

(一 二)= 夕
。

(二)}
,

H 。
) 设 h

。

= H (qa (t ))
,

凡是a 〔J上严格单调连续函数 ,

H
.

) 设轨线r (约上一点(一二
,

少(一二))到(二
,

ga (二)) 处所用时间为T
。 ,

且 d T
。

/d a 斗 0

(V 眨J)
.

显然 V a 〔J
,

q a

(t )是 (2
.

1) 的R 型周期解
,

且T 芳二 T
。 .

考虑(2
.

1) 在周期小扰动下的形式

公= f(
u
)+

。
试

u ,

t)+
e 么h(“

,

t ) (2
.

2 )

, 劣 \ _
_ _ 2 9 1 \ ,

八z
、

其中 o( 。《 1
, u == 气 )〔R

艺

(t〔R )
,

夕= ( )和 h = ( )〔C
r

(
r》 2 )

; 夕
,

h对 t是以 T 为周期
、 y

了

冶: ’ “
h : 了

函数 (V (x
,

y )〔R 勺
,

并且g ,
h关于二是以 2二为周期函数 , f

, 夕,

h在有界集上有界
.

(2
.

2 )的等价扭扩系统为

公= f(
。
) +

。g (
u ,

8 )+
。二h(

“ ,

口)

户= 1 } (2
.

3 )

其中 (
“ ,

8 )〔R
么 x s

‘ ,

S
‘
= R / T 是以T 为周长的圆

S
‘

18二t。〔[ o
,

T 〕}
,

并定义(2
.

3 )的P o in e a r e ‘映射
:

论(2
.

3 )的性质
.

.

在 t。〔[ O
,

T ]处取截面茗t . = {(
u ,

0 )〔R
Z X

外
:
习

。

, 矛
。 ,

通过对 户:
。

的 研究来讨
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利用正则摄动法和G r o w al l估计式
,

类似于〔2〕中引理4
.

6
.

1可得到

引理2
.

1 设q 。

(t一 t。)是 (2
.

1 )经过 q a

(O)的周期轨
,

则存在(2
.

2 )一条轨道g 了(t
,

t。)
,

不一

定是周期的
,

对充分小的
:
和a 〔了

,

有

g :(t
,

t。)二口
a

(t一矛
。
) +

: 口t(t
,

t。)+
: 么口盆(t

,

矛。) + O(
。s
) (t〔〔t

。 ,

t。+ T 〕) (2
.

4 )

将(2
.

4 )代入 (2
.

2 )发现《和姚分别满足方程
:

鱿(t
, t。)= Dj (口

a

(t一 t。))q r(t
, t。) + q(g

a

(t一 t。)
,

t )

。;〔‘
,

‘。 , 一Df (。
·

(‘一‘
。

) ,。;“
,

t0 )+

杏
D : (。

·

(‘一‘
。

, ,‘。了(‘
, ‘。, ,

’

(2
.

5 )

+ 刀夕(g
a

(t一 t。)
,

t )叮宝(t
,

才。)+ h(g叹t一 t。)
,

t ) (2
.

6 )

现在考虑 T ao 一答
T 的R 型周期轨

,

利用「“〕中方法类似定义距 离函数

d (t
。

)三
f(口.

, 。

(0 ))
}f(9 .

, 。

(0 ))}
A {。[ 口了

“

(t
。+ m T

,

才。)一 口户(t
。 , t. )〕

+ 。2

〔g梦
。

(t
。+ m T

,

t。)一 q户(t
。 ,

t。)〕} (2
.

7 )

其中 A 表示外积
, 9 . , 。

(t)= g a 。

(t )
。

(2
.

7 )中第一项就是〔1〕中定义的M e ln ik o v 函数
,

这儿称为一阶M e ln ik o v
次谐函数

,

其

表达式为
:

二 :
子·

(, 。) 二

{了
’
, (。⋯ (, )) A 。(。⋯(‘,

,

‘+ ‘。, d ‘
(2

.

8 )

定义(2
.

7 )中第二项为二阶次谐M el ni kov 函数
,

记为
:

M梦
1 .

(t0 )三f(q
. l 。

(0 )) A 〔q梦
。

(t
。+ m T

,

t。)一‘
‘

(t
。 ,

t0 )] (2
.

9 )

为推导M黔
”

(t
。
)表达式

,

记

刁(t
,

t。)‘f(9 . 2 。

(*一 t。)) A g 梦
,

(t
,

九) (2
.

10 )

求导后
,

得到

半
一 。r a e 。

娜(。
。 , 。

(, 一 , 。))
·

、 + , (。.
, .

(卜 t0 ))。「令脚(。.
, .

(卜t0 ))
d 才

- - - - - -

一
‘ 、 ,

’.’ ‘ ’. 、 - . , 了 一
’

‘ 、 ‘ ””
’ 、 一

“ L Z

x (g r
。

(才
,

t。))
么+ D 夕(q

. , 。

(t一 t。)
,

t )g 梦
,

(t
,

t。) + h(9 .
2 。

(t一 t。)
,

t)〕
.

对于H a m ilt o n 矢量场
, t r a e e

Dj (q
. , 。

(t一 t。))= o
,

争
一 , (。·

, ·

(卜 , ·)) ,

t
一

含
D

么

了(。⋯(‘一‘。))(。, (‘
,

‘。, ,
’

+ 刀夕(9
. , 。

(t一 t。)
,

t)
·

q梦
,

(t
,

t。)+ h(口.
2 ,

(t + t。)
,

t)〕
,

把上式两边由t。到 t。+ m T 积分
,

注意到 q、
.

(t一 t。)的周期性以及 (2
.

10 ) 式
,

可得到二阶次

谐Mel 毗k o v 函数的表达式为

, , _
, 。 , 、

r公
。+ 川T

, , / , 、 、 ‘

r i 。
, , , , , 、 \ , 一 a. ,

“
、 、 :

z沙 犷
‘ 一

L才
。
) ~ 1 I Lq o

z . L了一r0 ) ) 八 l石
一

L,
一

气9 0 2 一气I 一
‘。少八 , i

一

、‘
, . 0 刀

J t. L ‘
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+ D g (g
。 , 。

(t一 t。)
,

t)g 舒
。

(t
,

t。)+ h(u
. , ,

(t一 t。)
,

t)〕d t

此时
,

距离函数可表为

(2
.

1 1 )

d (t
。
)=

。 M 了
/ “

(t
。

)

If(q
。 , ”

(o ))1
+ ￡2 M 妥

/ ”

(t
。

)
If(q

。 , 。

(o)」
+ O (

。3
) (2

.

]
一

2 )

进而可以得到本文两个主要结果
.

定理 2
.

1 若M 梦
“

(t
。

)存在不依
t

赖
。的简单零点

,

则对充分小的
。> o

,

P o in ca
r。映射尸:

,

存

在周 期为 m 的轨道
,

即(2
.

2 )存在周期为m T 的次谐轨道或臀
T 超次谐”:道

.

定理2
.

2 若M丁
, ”

(t
。
)二 o时

,

若M罗
‘”

(t
。

)有不依赖于
e的简单零点

,

p o in e a r 。映射 p :
”

存

在周期为。的轨道
,

即 (“
,

2 )存在周期为。T 的次谐轨道或劣
, 超次谐轨道

.

这两个定理的证明将放在最后两节
.

三
、

q梦
,

(t
,

t : )的可解性

M梦
‘“

(t
。

) 中含有 a犷
“

(t
,

才。)
,

如果 g梦
。

(t
,

t。)不能由q 。 , ,

(t)解出
,

上述定理也就失去其应

用价值
,

故在这一节我们先讨论 时
,

(t
,

t。)的可解性
.

q沙(t
,

才。)满足方程(2
.

5 )
,

其分量形式为

毖犷
,

(t
,

t。)= D
,

f
:
(二 . 2 , ,

g 。 , 。

)x 梦
。

(t
,

t。) + D
,
f
:
(二

, , , , g 。 , 。

)g 犷
,

(t
,

t。)

+ g ;
(劣。

z 。 ,

梦. 2 , ,

t )

乡梦
,

(t
, t。)~ D

:

f
Z

(二
。 , 。 ,

y。 , ,

)x 全
。

(t
,

t。)+ D ,
f

Z
(二

. , 。 ,

y。 , ,

)g 梦
。

(t
,

t。)

+ g :

(二
。 , 。 ,

梦。 , , ,

t)
.

(3
.

1 )

、..,...!
、
‘......、�

( 3
.

1) 为线性非齐次方程组
,

其对应齐次方程为
:

分二 = D
二

f
:
( 二

。 z 。 ,

y o z 。

) x
, + D ,

f
;
( 二

。 / 。 ,

, . , ,

D
二

f
: ( x o z , ,

y。 , :

)x 。 + D ,
f

Z

( x o z 。 ,

夕。 z 。

) g
二!料 ( 3

.

2 )

引理 3
.

1 如果g a 。= ( x a 。 ; g
a 。

) = ( x 。
, 。 ,

, 。 / ,

)关于a
,

t有二阶连续偏导数
,

则 ( 3
.

2 )有两组

线性无关解
X

一子
_

}
。_ 。。 ,

如
!

一留
二

:
一

瓮1
。_ 。。 ,

。

一韶
( 3

.

3 )
l
\了

‘
.

..J
护

内U八目aa一一一一aa

口.二口

1
..盆r

l
l..

证明 把 ( 3
.

3 )代入 ( 3
.

2 )验证
,

发现 ( 3
.

3 )确为 ( 3
.

2 ) 的解
.

现证明此两组解为线性无

关
,

为此计算朗斯基行列式
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““’

1= ‘一呵
一

介竺
一

+

嘿 尽自 }
x 口 : g 汀: 1 \ a 不 a a a r a a / 一a = a o

、

d x
a

~ 一 J
Z
又x a 。 ,

ya 。) 而

。 _ 。。+ ,
1

(一
。一 ,
黑

一

1
。一二。

aH
aX

d 劣
a

.

aH
‘
~

一十 一
了- -

口 a G y

琶望入} 二丝旦 l
d a / l。=

a 。
d a l。二 a 。

d h
口

= 己万
. Q

.

E
.

D
.

由于(x
H , ,

夕H ,

)(二
H Z ,

梦H :

)组成 (3
.

2) 的一基本解组
,

因而用常数变易法可以写出 (3
.

1)

解的一般表达式
,

即 q户(t
,

t。)是可解 的
.

四
、

定理 2
.

1的证明

作变换
:

甲= 戈

I二H (二
,

g )
(义

,

夕)〔B (4
.

1)

引理4
.

, 对(二
,

妇臼
,

变换(4
.

1 )可逆
,

其逆变换劣 ~ 甲
,

y ~ 万(中
,

I) 也是连续可微
.

证明 只需计算变换 (4
.

1) 的Ja c o bi 行列式
.

在变换(4
.

1) 下
,

方程(2
.

1) 和(2
.

2 )化为

沪二 f
,
(尹

,

万(甲
,

I) )自f
:
(甲

,

I)

I = 0
(4

.

2 )

沪二 f, (甲
,

I)+
。夕:

(甲
,

I
,

t)+
。, h, (沪

,

I
,

t)
(4

.

3 )
,

I) A 〔
。g (甲

,

I
,

t)+
。l
h(甲

,

I
,

t)〕

其中 l( 甲
,

I) =

二

j( 甲

f( 沪
,

万(甲
,

I))
,

夕(甲
,

I
,

t)二夕(中
,

万(甲
,

I)
,

t)
,

h(甲
,

I
,

t )= h(甲
,

万(甲
,

I)
,

*)
.

由于(4
.

2 )和(4
.

3 )关于中是2二 周期的
,

因而在讨论R 型次谐解时
,

可将初值取在

B0 = B 门{(,
,

梦)19 〔R
,
x 〔〔一 二

,

二〕}
.

取一闭域Bl 使得B0 门q 。 , ,

(t一 t。)C= BI C= BO
.

由变换(4
.

1)知
, 9 . , .

(t一 t。)参数方程为

甲一甲⋯ (‘一‘
。
)下

I = 1 . , 。

(t一 t。)
沙

(4
.

4 )

使(尹
. 2 .

(o )
,

1 0
2 ,

(o))〔BO
.

取(甲
,

I)〔U (甲
. 2 。

(o )
,

I fn , .

(o))c= BI
,

其中U 表示(甲。
, .

(o)
,

I。
, 。

(o))

的一个邻域
.

设(甲
.

(t
,

甲
,

I
,

t。)
,

1
.

(t
,

甲
,

I
,

t。))和(甲
。

(t
,

甲 ,

I
,

t。)
,

I。(t
,

中
,

I
,

t。))为 (4
.

3 ) 和

(4
.

2 )满足 t== t。取值(甲
,

I)的解
.

对应的P o in c a r 亡映射为
:

尸:
, :

(尹
, ,

1
.

), (少
.

(t
。十 T

,

中. ,

1
. ,

t。)
,

1
.

(t
。十 T

,

中。 ,

I
, ,

t。))
.

.。理 ;
.

2 (尸;
。

)
·

(
甲
、一(

、
I

‘

甲+ 2 , 二 + 。(甲
,

I)
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协 T

其中 。(甲
,

I) 三 仁f
:
(尹

a :

(t)
,

Ia l

(t ))一f
l
(少

。 , 。

(t )
,

I。
/ 。

(t ))〕d 才 (a
: 〔J )

.

证明

引理4
.

参见文献〔的
.

3 上引理中的。(甲
,

I) 满足

。(,
,

I)
!
。, . , 。 , ” (。。, , 一 , 。 / , (。) )

= O
,

日曰

a甲

势
一

{
(, 一 , . , . ‘。》

, , 一 , . , 。 (。 ))

一
‘
1
(*

。 / ·

(。)
,

‘⋯ (。))
裘

。

}
*

。

一、.
/ .

、 。
.

证明 参见文献〔9〕
.

引理4
.

一 ‘ 一

, 甲 、 ,
叭(t

。十 m T
,

切
,

I
,

t0 ) 、

4 (尸:
,

). 叹 1= 叹 J
.

、
I

产 、

I. (t
。十 m T

,

切
,

I
,

t0 )
z

证明

功(t
,

价(T
,

设 (4
.

3 )以(甲
,

I) 为初值的解为 价(t
,

甲
,

I)
,

只要证 v t
,

功(t + T
,

中
,

I) =

, ,

, ))

沙
注意
te(T

,

*
,

‘卜。 (:)),
w(t

一
‘卜
嘿二二黑::),

代入 (4
.

3 )的左端
,

一

兰了
d t \

得

叭(t + T
,

甲
,

I
, t。)

1
.

(t + T
,

甲
,

I
,

t。)

、~
一
终一户(t+ T, 叭I,t

,

)\
/ d(t +T )’I .(t +T

,

,
,

I
,

t .

),
、、.了

‘

、了、,产

t0t0, ,
II, ,甲切,,

SS一

三(以
一 d s \

r ,

J 一L

f
:
(甲

。

(
; ,

中
,

I
,

t。)
,

I
一

(
: ,

甲
,

I
,

t。)) +
e功 (甲

一

(
s ,

切
,

I
, t。)

,

f(甲
一

(
; , 甲

,

I
,

t。)
,

1
.

(
s ,

甲 ,

I
,

t。))A [。夕(甲
.

(
s , 中

,

I
, t。)

,

z万龟、

一一

.

、,户
产

令
s 三 t十 T

,

《

I
一

(
s , 甲

,

I
,

t。)
,

t) +
。Z
h:(甲

一

(
; ,

甲
,

I
,

t。)
,

1
.

(
s , 甲

,

I
,

t。)
,

t)

I
。

(
s ,

甲 ,

I
,

t。)
,

t )+
。Z
h(中

.

(
s ,

甲 ,

I
,

t。)
,

1
.

(
; ,

甲
,

I
,

t。)
,

t )j

并注意到f
,

g
,

h对 t以 T 为周期
,

则上式等于

:
(甲

,

(t + T
,

甲
,

I
,

t。)
,

I
。

(t + T
,

甲
,

I
,

t。))+
。g :
(甲

.

(t + T
,

甲
,

I
,

t。)
,

(甲
,

(* + T
,

甲
,

I
,

t。)
,

I
*

(t + T
,

甲 ,

I
,

t。)) A〔
e功(切

,

(t + T
,

甲
,

I
,

r。)
,

.

、

,
声

1
.

(t + T
,

甲
,

I
,

t。)
,

t )+
。Zh: (甲

。

(t + T
,

甲
,

I
, t。)

,

1
.

(t+ T
,

甲
,

I
,

t。)
,

t )

I
:

(t + T
,

甲 ,

I
,

t。)
,

t) +
。么h(甲

.

(t + T
, 甲

,

I
,

t。)
,

1
.

(t + T
,

甲
,

I
,

t。)
,

t )〕

因此
, 叭(t + T

,

甲
,

I
,

t。)
、

试 t + T
,

甲
,

I) = t
_ _ _

_

卜
、

I. (汁 T
,

甲
,

I
,

t。)
‘

也是方程 (4
.

3 )的解
,

其初值为沪(t十 T
,

甲
,

I) }
. 。 。~ 试T

,

甲
,

I )
.

由解的唯一性
,

就有
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袱t + T
,

中
,

I) = 诚 t
,

诚T
,

甲
,

I ))
.

从而有

(p :
。

,
2

(丁)
二 p ‘

。

(
p ,

。

(:))
一 ,
(

,
,

p “(:))
二沪(T

,

叻(T
,

I
,

甲))= 价(ZT
,

中
,

I)
.

Q
.

E
.

D
.

以此类推
,

则引理成立
.

引理4
.

5 存在F (甲
,

I
,

t。
, 。
)和G (甲

,

I
,

t。
, 。
)

,

使得

(尸:”
“

(罗)
一

(
甲 + Zn 二 + 。(甲

,

I)+ F (甲
,

I
,

t。 , 。
)

I+ 口(,
,

I
, t。

, 。
) )

满足

盟 !
二

。
一 。

,

器 = O
口- .

a G

a中
旦旦 }
口中 }(甲。 , .

)0 )
,

I。 。
(o )

,

t一
,

o )

1 dM
I . , .

(t
。
)

f
;

呱
, 。 (。)

.

,
一 / 。(。介 d , .

证明 由引理 4
.

4 ,

得

甲
。

(t0 + m T
,

甲
,

I
,

t。)一甲
。

(t
。 ,

甲 ,

I
,

t)

一

{
t 一 + 仍T

才o
〔f1 (甲

.

(t
,

沪
,

I
,

t。)
,

1
.

(t
,

甲
,

I
,

t。))+
: 功 (中

.

(t
,

甲
,

I
,

t)
,

1
.

(t
,

甲
,

I
,

t。)
,

t)+
e 么h, (中

,

(t
,

甲
,

I
,

t。)
,
1

.

(t
, 甲

,

I
, 才。)

,

t )]d t

r to + m T r

一

J,
.

了
,
(中一(‘一‘

。

’
,

‘一(‘一‘
。

”d ‘十
J

一 f
:
(中

. , 。

(t一 t。)
,
1 . , .

(t一 r。)] d r+

to + m T

〔f
:甲。(t

, 甲
,

J
,

*。)
,

I。(t
, 甲

,

I
,

t。))
t.

F (甲
,

I
,

t。
, 。
)

,

其中 尸 (甲
,

I
,

t
, 。
)~ {

t o + 川 T

〔f
l
(甲

。

(t
,

尹
,

I
,

t。)
,
I
一

(t
,

甲 ,

I
,

t。))
to

一 f
:
(甲

。
(t

,

沪
,

I
,

t。)
,
I。(t

,

甲
,

I
,

t。))] d t

to + 仍 T

[ g :
(甲

一

(t
,

甲
,

I
,

t。)
,
I
。

(t
,

甲
,

I
,

t。))] d t

to + 价T

〔h l
(甲

.

(t
,

甲
,

I
,

t。)
t。

1
.

(t
,

甲
,

I
, t。))〕d t

t.产...J

户

I
J二

召e十+

因此
aF

aI

aF

a甲

又有

1
.

(t
。+ m T

,

甲
,

I
,

t。)一 1
.

(t
。 ,

甲
,

I
,

t。)

一{
‘。+ ’T , (,

.

(t
,

,
,

I
,

t。)
,

,
.

(t
,

,
,

,
,

t。))。〔。(,
.

(*
,

,
,

I
,

* . )

to

I
一

(t
,

甲
,

I
,

t0 )
,

t) +
。h(甲

一

(t
,

甲
,

I
,

t。)
,
1

.

(t
,

尹 ,

I
,

t0 )
,

t )〕d t

二 。G (甲
,

I
,

t。
, 。
)

.

显然有
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‘ !(
, 。, ,

(。)
,

, 。, ” (。)
.

, 。
,

。)一M
: , ‘·

(‘
。

)

豁
一

!
、, 。 / ,

(。)
,

, 二, 。
(。。

,

, 。
.

。)一杀、
一

二
1 。产·

(!
。

,
·

念
一

介
M

!。 / ·

(, 。)/ ,
!
(, 。 / ·

(。)
,

‘。
/ ·

(”, ,
·

Q
.

E
.

D

引理 4
.

6 若M
l爪 / ”

(t
。

)有简单零点
,

则存在
e 。> 0

,

使得 当。<
。《。。时

,

在 (切
。 z ,

(0 )
,

I。
/ ·

(。))附近存在点(*
· ,

I· )满足 (p
·
‘。 )

。

了)
一

俨认
2 ”“

)
.

若M
!。产·

(、), 。 (、‘。。「。
,

T 〕)
,

则不存在不动点(甲气 I勺
.

证明 由引理4
.

5 ,

只要考虑下列方程的可解性

。(甲
,

I)十 F (甲
,

‘
,

‘。
, “
)一 0
飞

G (沪
,

I
,

t。
, ‘
)= o

(4
.

5 )

将(沪
,

I
,

t。
, 。
)= (甲

。 , ”

(o )
,
1 . , ,

(o)
, t。,

0 )代入(4
.

5 )
,

根据引理4
.

3和引理 4
.

5 ,

得

a(。 + F )
a甲

a G

a甲

a(。 + F )
aI

日G

aI

’

{
j

. 、, , , . 。。, , : . , 。 ‘。,
,

, 。
, 。)

.

�

l

!
弓
」

,

, , , _ 、 , , _ 、 、

d T
。

!
一 n 了, L中。

z ,
又U )

, J 。 , 。
L”) )刁石二{

。

_
。

一
’

I ‘a
一

I 百. / ”

1

f : (甲。
z 。

( o )
,

1 . , ,

( o ) ) 淤
M

l。 / ·

( , 。)
一

盟
_

,

_ _
. , 、

~
、 ,

d
, , _

, _ , . 、

共了丁夕U式值刀
n 万石

一

似 l “
’ ‘ ’‘

L才
。
)

·

“ . 0

丝红 }
d h

。

!。
a

= 、。 z : ‘

因隐函数定理
,

若M产
‘ ,

( t
。
)有简单零点

,

则存在
: 。> o

,

使得当。< : 成 : 。时
,

( 4
.

5 ) 有解

(沪
,

尹 )且对哟 c
r

连续可微
,

并在 (甲
。邝 ( 0)

,

I 。。 ( o ) )的一个邻域内是唯一的
.

Q
.

E
.

D
.

到此为止
,

我们已经证明 ( 4
.

3 ) 的解在 (甲。
, 。

( o )
,

I 。
, 。

( o ) )附近有不动点 (甲气 I勺
,

由变换

( 4
.

1) 的可逆性
,

可得 出( 2
.

3 )在 q 。 , 。

( 0) 附近有不动点
,

即在三 维流形R
“ x sl 上轨道封闭

,

即 ( 2
.

2 ) 的 Poi n o ar ‘映射有周期m 的轨道
,

也就是说 ( 2
.

2 )存在周期为。/ 。的次谐轨道或超次

谐轨道
.

五
、

定理 2
.

2 的证明

由于证明中有一些与定理 2
.

1中相类似
,

故本节仅将不同之处加以证明
.

作变换

:二二
( ·。

,

。。)二( ·。
,

。。)
(:二::) } (::)

,

(:)
二 ( 5

.

1 )

其中 ( x 。(t一 t。)
,
y。( t一 t。) )是 ( 2

.

1 )的解
.
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引理5
.

1 对(二
.

y )〔B
,

变换 (5
.

1) 可逆
,

且逆变换二 = 甲
,

证明 只要计算(5
.

1) 的 Ja c o bi 行列式
.

在变换(5
.

1) 下
,

方程 (2
.

1) 可什为

沪= f
,
(沪

,

泞(甲
,

I) )么f
,
(甲

,

I)

, = 户(甲
,

I) 也 是连续可微的
.

Q
.

E
.

D

1 = O
(5

.

2 )

(2
.

2 )可化为

少= f
:
(甲

,

I) +
。夕:
(甲

,

I
,

t)+
。Zh ;

(甲
,

I
,

t)

aH
毖。

场玩
一

”。 十
-黔

(x0
·

姻 ·

豪:列 (5
.

3)
+ ‘(‘

。 ,

一’“
答

,

(:二::)
由于(x

。 ,

夕。)为 (2
.

2 )的解
,

必存在轨道 g , (t一 t。)
,

刀〔J与它对应
,

沪= f
l
(中

,

I)+
: g ,

(甲
,

I
,

t )+
。Z h,

(甲
,

I
,

t )

故 (5
.

3 )可写成

、,
.,

‘
百、/...

1
,

, 一

资
一

, (* ,
,

, , )。(
、(

粼竺
、(, , 一 , ,。) (5

.

4 )
+ f(甲, ,

I , ) A 〔f(切
,

I)一 f(切,
,

I , )+
e夕(甲

,

I
,

t )

+ 。名h(切
,

I
,

t )〕

(5
.

a) 也可写成

、...

1
钟
、了.1
‘..声

」

、、,/协为了了瓜、

沪= f
,
(切

,

I)+
。夕:

(沪
,

I
,

才) +
e Zh ,

(甲
,

I
,

t)

I = 。
f(x

。 ,

夕。) A夕(二
。 ,

y 。
,

t) +
。么

f(戈
。 ,

y 。) A

[通(
X ! ,

“1
, D

么
‘(一 , 。

,
(获)

+ D 、(二
。 ,

。。
,

+ ”(x
。 ,

。。
,

‘)〕

(5
.

5 )

同样
,

用
(号)

表示(:
.

2 )和(5
.

、)两条轨道在初始时刻 t。的初始位置
,

成立女口下

, ,理 ,
·

, ‘p ;
。

,
。

(军)
一
(
甲+ 2 ”“

望
(中

,

‘’)
,

其中

。(*
,

‘)一

{厂
r : ,

1
(*

·

(, )
,
‘
。

(, ))一 ,
1
(, . / ,

(: )
,

, 。
, 。

(, )): 、, ,

(a 〔J )
.

引理 5
.

3 与引理5
.

2中的。(卯
,

I )满足条件
:

(甲
。 z 。 (o )

,

I 。/ 。 (o ))

鲁}
、 , 、 、

一 。

甘丫
’

L沪二/ ” t o )
, 1 。 / ” LO ))

鲁{
、, 。, ,

(。)
.

, 。
/ ,
(。)。

一 nf
l
(*⋯‘。,

,

‘。二‘。, ,
·

会{
。, 一*。, ,

, 。
.
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, ’理5
·

‘ (只”
‘

(丁:)
一

(
叭(t

。十 m T
, 甲 ,

I
,

1
.

(t
。+ m T

,

中
,

I
,

‘,
)、

t。),

以上三个引理证明类同于定 理2
.

1的证明
,

这儿也就不重复了
.

引理5
.

5 存在F (甲
,

I
,

t。
, 。
)和G (甲

,

I
,

t。)
,

N (甲
,

I
,

t。)使得

(即
。

(:)
一

嵘蓑获代刃粼,,II,,tt00j
“
’)

且满足 :

j竺二}
口中 l

aF

a中
二 O

(入2 .
(o )

.

1 , , 。 (o )
, t。 , o )

口F l
~
二万F一 l = U

。

o j l(甲
二z ,

(o )
,

了。z 。 (o )
,

t一 。)

G

!
。、

/ .
(。)

,

, 。/
.
(。)

,

, . ) 一 0
,

通旦 }
日甲 l

. 0
,

(甲. /. (0)
,

1 . / .( 0)
.

t. )

己N

a甲
(切

。/ 。 (o )
,

I 。/ ” (o )
, t . )

1

f
:
(甲

. , 。

(0 )
,

1 0 2 ”

(o ))

dM
: . 1 .

(t
。

)
d to

证明 前两个等式由引理4
.

5即知成立
.

又因

1
.

(t
。+ m T

, 甲,
I

, t。)一 1
.

(t
。 ,

甲
,

I
,

t。)

to + 份T

f(x
。 ,

y。)A 夕(x
。,

y。
,

t )d t
to

户

I
J

召一一

+ 一

I:
‘ “丁 , (一

。。, “[
一

;
一

(一 。! )D
:
, (一 , 。

)(贫)

+ D “ (二
。 ,

; 。
,

‘,(J:)
+ ”‘一

。。
,

‘,]
“‘

_

rt . + fn T 二

一￡

J
, . j(甲, (‘

,

甲
,

‘
,

‘。)
, ‘, (‘

,

甲
,

‘
,

‘。))

A 夕(甲, (t
,

甲
,

I
,

t。)
,

I , (t
,

甲
,

I
,

t。)
,

t)d t

+ 一

广“
丁 , (, 声(‘

,

,
,

‘
,

‘。)
,
‘, (,

,

,
,

‘
,

, 。, ,

”

〔; (一
“1

, D
’
‘(甲, (‘

,

甲
,

‘
,

‘。,
,

‘声(‘
,

,
,

‘
,

‘。,
,

‘,(实)
+ 伪(甲, (‘

,

切
,

‘
,

‘。’
,

‘, (‘
,

甲
,

‘
,

‘。,
,

‘,
(J:)

+ h(甲, (t
,

甲
,

I
,

t。)
,
I , (t

,

切
,

I
,

t。)
,

t )〕d t

. 心(甲
,

I
,

t. )十 。

W (甲
,

I
,

t0 )
,
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其中(二
: ,

y :
)由第三节解出

,

也 为(尹,
,

I刃函数
.

由定理2
.

2的假设条件

G

}
(*

。/ 。(。。
.

, . ,
。

(。)
.

, 。, 一二
: 。 , ·

(, 。)·。
,

a G

a甲

又 :

N

{
。, . / 。(。。

,

,
。/ 。(。)

,

, 。。一、
:

一 (, . )
,

口N

a甲
型竺 }
口甲 }(甲

一 z ,

(o )
,

I。 , 。

(o )
,

t。)

~
.

鱼丛巴叹业
一

/鱼胜 }
d to / at一 l(甲, 2 . (o)

.

1一(o )
.

t. )

1 dM
: . , ,

(t
。
)

f
:
(甲

. , 。

(0 )
,

I。
, ,

(o)) dt
。

Q
.

E
.

D
.

引理 5
.

6 当M
i . , ,

(t
。
)二o

,

对扰动参数
e
> o ,

存在 U 。
(中

. , ,

(o )
,

1 .
, .

(o ))C= B 。 ,

使得(中
,

I)〔U
。,

对丫 t。〔〔o
,

T ]
,

G (甲
,

I
, t。)= O (

。吕

)
.

证 明 由G 定义
,

G (甲
,

I
,

tn) 关于 甲
,

I连续
,

V to 〔[0
,

T 〕
,

故 V 占> 0
,

存在 刀> 0
,

当】甲一

甲.
, 。

(o )}< 叮
,

}I 一 1 . 2 ”

(o) !< 冲 时
,

有 }G (甲
,

I
,

t。)一 G (尹
. 2 。

(o)
,

1 . 2 .

(o)
,

t。)}< 6
,

而

G (中
。 , .

(o )
,

I。
, 二

(o)
,

t。). 0 ,

故有 }G (甲
,

I
,

t) {< d只要取d ( 。么,

U 。= {(甲
,

I) }1少一甲。
, .

(0 )}

< 刀
,

}I 一 I , , 。

(I 一 1 . , ,

(o) !< 刀} 自B
o ,

引理结果就成立
.

Q
.

E
.

D
.

引理 5
.

7 在M
l邢 ‘I.

(t
。
)“ o情况下

,

若M产
/ .

(t
。
)有简单零点

,

则存在
。: > 0

,

当 o< 。
《

e l
,

在U
。
(尹

. , ,

(o )
,
1 . 2 ”

(o))内
,

存在点(沪
,

I肠)
,

使得

(
p , )

“

(军二)
一

(
中’

专矛
”‘

)
;

若M
Z汤 , .

(t
。
)专 。

,
V to 〔「o

,

T 〕
,

则不存在这种不动点
.

证明 在 U 。
(甲

。 , ,

(o )
,

I
。, 。

(o ))内考虑
。(甲

,

I )+ F (甲
,

I
,

t。
, 。
)= o

N (甲
,

I
,

t。)+ O (
。
)= o

(5
.

6 )

将伽
,

I
,

t。, e
)= (甲

二 2 .

(o)
,
I

, , 。

(0 )
,

t。
,

o)代入 (5
.

6 )
,

得

}
口(。 + F )

a甲

口N
a砰

(甲. 1 。(o)
,

I一 , 一(o )
.
f一 。)

。 一 ”了
:
(、

, ·

(。)
,

: ⋯(“),

箫!
、, 一、/ .

1 dM 1’
, .

(t
。
)

汽
, .

(0 )
,

I
。 , .

(o )) dt .

日N

aI {l叭一一

行列式的值为
d对

:
(t
。
)

d to 会!
、B一、 , . ‘”

,

根据隐函数定理
,

存在勺> o ,

使得当 o < e
《

e :时
,

(5
.

6) 有解(甲
. ,

I勺〔U
.
(几

, 。

(。)
,

I. ,. (0 ))
,

且唯一 Q
.

E
.

D
.



3 0 享巧友‘J; 刘曾荣 江霞妹 韩志斌

由于同样的理由
,

我们就完成 了定理2
.

2的证明
.

附注 本文的结果主要是为了解决非线性系统的超次谐分叉而建立 ; 利用本文结果作者们巳经 比 较好

地解决了一系列问题的超次谐解
,

限于篇幅
,

有关的结果将在其他文章中加以报道
.
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