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摘 要

求解偏微分方程不仅有理论意义
,

而且有实用价值
.

本文利用共扼算子的性质给出构造偏微分

方程组一般解的方法
.

关橄询 一般解 非交换环 解的构造 共扼算子

在数学物理
,

特别是在弹性力学的发展史上
,

偏微分方程的一般解起过重要的作用
.

对

常系数偏微分方程
,

这个间题已有大量 文献
,

但对变系数情形 尚无 系统的工作
〔”〔“’〔“’

.

本 文

将给出变系数偏微分方程组一般解的构造
.

即使只限制于弹性力学
,

也包括各种类型的偏微

分方程
、

积分方程和积微分方程
,

从而本文将考虑一般 的算子方程祖
.

设M是线性空间
,

本 文所考虑的算子都是从M到对的算子并且将零元素映射成零元素
.

我们假定所有从M到M的算子按通常意义的加法和乘法构成一个环
,

特别地
,

常系数偏微分

算子的集合是一个可交换环
,

而变系数偏微分算子的集合是非交换环
,

因此偏微分算子是本

文的特例
.

定理 1 如果B 是线性算子并且对给定算子A 和B有算子C 和 D 使 书C ~姻
,

则城
“

邵
“

满足条件眨CM 的一般解是
、

“节C功
, “一D 必十叭 其 中功以

, ,

功〔K e r

B, K 肛B = 钾 l磐M
,

却= 升 如果 A
,

C
,

刀也是线性算子
,

并且D 翼
“r C =尽

“r B
,

则A “= B ”满足条件
“〔CM的

一般解是
“ = C功

, ”~ D 功
,

功( M
.

证明 只须证明最后一个结论
.

由于怪〔CM
,

因此 〕九刚
,

使
“宁c人

,

从而A叮人梢
“ .

由于A c = BD 及 B 是线性算子
,

则 B (
“一 D 功

,

)共外 因此 “一娜
: 斗

一

丸 其 中 沪〔K er B
.

由于

早毯叭分勒
r

尽 从而 刁功天K 叮C使p节哪
: ,

由于刀是线性算子
,

因此口节D (咖十么 )
.

由于

咖嘱陈e r C
,

C是线性算子
,

从而
““C(必

: + 必
:
)

,

令功~ 功
: 十功

2

即得所证
.

注记1 如果C是满射
,

条件屹CM可以删掉
.

注记2 如果 A
,

B
,

、

C
,

D 是线性算子
,

A C = 刀刀并且礴
“= B “的一般解是

“= c 必
, “ =

D 功
,

V 功〔拟
.

,

则D K e rC == K e rB
.

事实上
,

对任意作K er B及扒驯
, “= C人

, “一那
: 十叻是A ‘= 脚 吟解

,

由注记攀设有

功以 使
“二c功

: = 哪
, 。= D 必

: + 价= D 协
,

因此 C(价一诱
:
)= 0 ,

少二p (功一价
:
)

,

则 Q卜鲜C只

卒rB
. ,

反之
,

容易证明 D K 叮C二不叮B, 证毕
.

.
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推论 1 如果A C , 刀刀
,

则对丫必〔K er D
, ““C必满足方程A “~ 0

.

如果A
,

B
,

C
,

D 是

线性算子
,

C是满射
,

D K er C , K e rB
,

则A “ , 0的一般解是。= 娜
,

V 功〔K er 刀
.

例 1 设

、.‘...J

碑

此鲜十

a

a孟+ 寿
z△ a 孟,
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.
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⋯
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答
”·

一

普
”
· Z _
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一

普
“,

一

普
a
·

_

1
. ‘ y 。

一万甲 行 l一万
。 ,
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-
一二~
口

.

Z

1 ,

一
一丁口

.

2

g 。

一
- 二一甘 t

2

1
. ,

之 。

一万十 R ‘一百口 .
1 、

-
归
二丁 0 .

Z 一

刀一

⋯
( 1 + 几: )△

0

0

( 1 + k : )△

0

0

0

0

( 1 + 存: )△

0

O

( 1 + 吞l )△{
其中△是三维 L a p la c e

算子
,

气是常数
.

显然 A C == B D
,

由此我们可以得到均匀各向同性体

弹性力学方程组的 B o o s s in e , q
一

P ap k o v i e h
一

N e u b e r
解

.

推论2 如果A C = 丑Z〕
, F (C功

,

刀功) = 了
,

则。= 邻
, 。‘刀功满足方程

姓。二B y ,

F ( “
, 。 ) = f ( 1 )

其中F 是从M x M到M的任意算子
.

如果D K er C == K er B 并且 A , B ,

C
,

D 是线性算子
, C

是满射
,

则 ( 1 )的一般解为 “= 哪
, v 二D 协

,

其 中功满足方程

F (哪
,

刀必) == f ( 2 )

推论 2 表明方程组( 1 )等价于单个方程( 2 )
,

而推论 1 表明方程血 ~ o 经变换 u二娜变
成另一个方程

.

我们定义 (A / B )“= f的解是而二BI 的解
,

则有下述的
一

推论3 如果A , B ,

C
,

D 是线性算子
,

C是满射
,

刀K er C 二K er B
,

则 (A / B )u = f的解

是。= C价
,

其 中功满足方程那 = 了
.

推论4 如果A ,

B是线性算子
, A B ~ 及哎

,

并且满足A K e rB ~ K er B
,

则A“二 B . 满足条

件
“

臼材的一般解为
: , 那

, 。~ 对
.

按照上述定理
,

只要求出两个算子C和 D 满足A C = 刀刀
,

就可以得到湘 = B 口的解
,

下面

我们针又书曳性偏微分算子的情形研究前述定理中的条件刁C = 刀刀
.

设刁是系数充分光滑的线性偏微分算子
,

可以将A 写成



变系数偏微分方程组一般解的构造 1 3 7

A = 乙
a a

(二 )D
a

一a {《
n

其中叉 = (戈
; , 劣 : ,

⋯
, 劣 ,

)
, a , (a : , a Z ,

⋯
, a 。

)是多重指标
,

}川 = al + a : 十 ⋯ 十a , ,

D
“

二
一

_

_ _

日 、

日1 a l

⋯日X
砂 = 劣宝

: 戈孟
2
⋯ x

a ! = a 一!a : !⋯ a 介! (;)
一

(卯学
⋯

学

(;:)
口 ‘!

刀
‘!(a ‘一夕

‘
)z (f= 1 , 2 ,

⋯
,

k )

用E 今
表示 k 维坐标空间

,

设口是E 希
中的区域

,
C叹口 )表示在口上。次连续可微函数的集合

,

C OO (口)= 门 C叹幻)

假定函数必〔C叹乃)
,

并在边界 a口 附近为 。,

则有

J产
·

, d“一

J严
‘“

其 中 A 朴 =

a = (a : , a : ,
⋯

, a ,
)

,

(一 1 )
‘a ’乙‘匀

声‘ 已 、J沪 ,

D 口a a

D
a 一
声乙叶

刀= (刀
: ,

刀
2 ,
⋯

,

刀
,
)

, a 》刀表示对每个i , a ‘> 刀
‘,

称A 关为A 的形式

共辘算子
.

由共扼算子定义我们可以给出构造C和D 满足A C ~ 丑刀 的方法
.

B
,

求出它们的共扼算子A 劳和B气 其次由公式C 朴A 份 二刀斧B 苦求出C 朴

定义求出C和 D
.

现在我们的目标是按公式C 铸A 关 = D 苦B 关
求出C 铃和D 气设

A 朴 = 乙
a 吉(x )D

a ,

B 苦 = 乙 b言(二 )D
a

la l抓 . la l‘ ”

其中时(x )
,

b汉二 )
,

】川 (
n 是充分光滑的函数

,

假定

首先对给定的算子 A 和

和 D 气 最后由共扼算子

C 开 = 乙
c
言(x )D 声 ,

I声l 岌价

D , = 名 d言(二 )D 声

I尹1《 仍

C朴A 开二 乙 嵘 乙 乙
I夕“价 la l‘” 护‘夕

(刀、D
, 一。 : D一

W
,

乙
l王l、饥 + n {

乙 姑 乙
l尹I、协 a + 丫=

下呀月
la !〔

。

嵘)
D ”

一 y·’

}
D ‘

类似地

D 补B 关 ~ 艺 {
乙 d言 E

l忍二福价 + 峪 I夕l‘饥 a + 下=
夕〔尹
《)

D , 一“,

}
”‘

a }泛
。
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使 C朴A 朴
和刀

器B 朴相同阶项的系数相等
,

我们有

E
I声I‘仍

{
二

.

伽
,

一

℃ }
C
: -

t a + 上耳‘ 了 ,

下专尧 P

E
I尹l‘仍{ 乙

a 十下-

,

嵘)一
“

}
己,

,

,‘,《们十
·

Ia ,〔
n

.

下‘口
la }石”

(3 )的方程数 目依赖于解
,

、二
·

的维数 ;
,

算子, 或。 的项数最多是

(n:
掩

),
项数是

(m:
吞

)
,

由于C。、, 。的最高阶是爪 + 一 从而(3 )的方程数 目为
(n

( 3 )

C朴或 D 份 的

+ m + k

k )
设A是矩阵(山

,
)

,

X = (二
, , 二: ,

⋯
, x ,

)
,

其 中
。‘, 是实数

,
1《‘

,

j《k
,

由线性代数理

论我们有

引理1 设 (向量形 式)

A X ~ 0 ( 4 )

是齐次线性代数方程组
,

则方程组有非平凡解
,

当且仅当矩阵A 的秩小于未知数的个数
.

_ / 脚十 k、
_

_ ‘
_

_

_ I n 十 m 十 k 、

由于未知函数的个数是 2‘一
, ’

一

)
,

(3) 的方程个数是 (
’

,
’

》
,

我们可 以 选 择 m 使
一 “

’ 一 / 一一一
” 廿 ’

一
‘

一、 掩 ,
‘ 、 一 ‘ 尸 ‘

一
’

一
’

~
一 ’

一 、 k ,

“
、 ” ’ “ 一

’

一
‘ ’

l川十吞、 / 件十 m 十介、
_

_
_ _

. _ _

一 _ 、
‘

. _ ‘

_ _
,

_
,

_
. 、 .

“

(’’’
*

一

)> 又
一
”

一

、
’ 一

少
,

由引理‘
,

在某个固定点我们可以得到(s) 的非平凡解
·

由于在某个

固定点
,

方程组(s) 可以写成方程组(4 )
,

因此在这个点处我们可以仅考虑方程组(4 )
.

设 山,( 1《i
,

j《 k )是关于 x 的充分光滑的函数
,

则存在点尸使在 此点矩阵有最大秩
r ,

不失一般性
,

设
口11

O : 1

a i , ⋯口i护

O : :
’

二 0 2 ,

a 护i a 一 :
‘ · ‘

a r r
{

尸.
.

!
口k

一一A

是在点尸处使d et (△)斗 。的子矩阵
,

由引理 1 ,

在此点未知函数 ‘; ,
⋯

, ‘ ,

可以用其它 函数

, , + : ,

⋯
,
x , 表示

,

这里‘
, + : ,

⋯
,
二,
可以任意选择

,

设 x , 十 : ~ u , + ld e t(△)
,

⋯
, ‘. = u , d e t(△)

,

其 中u.
+ , ,

⋯
,

外是任意充分光滑的函数
,

则

口遨,

口z ,

}
“ , ,

I a , -
, ’ .

, 劣 ,

= !

a : , _ : b r

a : , 一 b :

( 5 )

al2气
.

。句久⋯

b
, a 一1 ⋯ a , , a , : ⋯ a , , _

i b
-

其 中 b‘= 一 习
a ‘一‘ (i= i

,
⋯

, r )

二
护+ i

在尸点
,

公式(5 )是(4 )的解
,

在域口的其它点
,

公式(5 )仍是 (4 )的解
,

从而可以将这个

解扩展到整个域
,

因此我们得到整个域上的非平凡算子C补和 D 朴 .

综合上述结果得到如下的定理
:

定理2 设A
,

B是系数充分光滑的线性偏微分算子
,

则存在系数充分光滑的线性偏微分

算子C和刀满足A C , B D
,

C和刀的求法如上面所述
.
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例 2 设

则

我们得到

A = y口鑫
,

B = x s吕

A 朴 ~ g a盖
,

B 签 = 戈a落

C . A 朴 = D 苦B 朴

C签二二 3
犷a番一 2二 3

ya
, + 2二3 ,

D 补二护v , 日二一 2却
sa ,

+ 2 y 3

则

C == x sv么
a毒+ 6二 3g a , + 6戈s ,

D = x Zv 3a孟+ 6劣v叨
二

+ 6v8

条件刀K er C = K e r B 及本 文结果的应用将另外讨论
.
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