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摘 要

本文阐述多重色散关系联系着矩阵牙(P)的实部与虚部
:
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式中 牙(P)是阻抗乞(动的边值
.
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引 言

微扰理论方法在介 子理论领域 中并不适用
,
因此

,

从根本上超出微扰理论的局限性的任

何尝试都会引人生趣
,

特别是色散关系法这个方向更为重要
.
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它的数学基础是C a
此hy积分公式

,

, 而因果性则是色散关系的物理基础
.

这里了(。) 是单一频

率的光的散射振幅
.

为了利用色散关系来研究粒子的任意碰撞过程
,

关键必须证明散射振幅

f可向上半平面解析延拓
.

公式 (1
.

1) 之所以重要
, 不但 R ef

、

Im f 具有明显的物理意义
, 而

且能够测量得到的
.

在光通过 色散媒质时的散射振幅中
,

R e
f(。)与入射光在角频率 。 下的

通常折射率有关
,

而Im f(0) 与媒质吸收率有关
,

故(1
.

1) 称为色散公式
.

色散 关系的研究引

起众多学者的注意
〔“, 3 ’.

B og ol i住b o v
学派

‘“’第一次对色散关系给出了数学上严格的证明
, 后

来又作了简化
〔‘, “, .

随后许多数学
、

物理学 家从事双重色散关系的研究
, 并给 出数学上的证

明 ,
这些工作很重要

, 详见文〔6〕
.

.

郭友中推荐
.

该文摘要载入 《现代数学与力学》 (见〔2」)
.
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为了阐述多复变C a 住 e h y积分和被动算子与多重 色散关系
。。u lt id im e n s io n a i d is p e r sio n

r e la t io n s
)

,

让我们 先来叙述广义 C a o e h y 一B o e h n e r 积分表达式
.

二
、

C a uc hy 一B Oc h n “r积分与相对于凸锐闭锥C
.

的多重色散关系
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在物理上
,

公式(2
.

4a) ~ (2
.

4 b) 称为色散关系
.
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.
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.

2 b) 自然是作为关于多维情况的

任意 凸锐闭锥C 爷的因果性 (C
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.
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G o ld b e r g e r
(1 9 6 0 )得到2一维 色散关系的表达式

:
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s 全 O 在有从一 4就到一 co 割线的 t 平面中 Im f(

s ,

t) 是解析的
.

了(
s ,

t) 在 两剖面

(C u t p la n e
)的拓扑乘积(t

o p o lo g ie a l p r o d u e t )中为两个复变量正则(
r e g 往 le r

)的解析 函数
.

三
、

被 动 算 子

我们考虑一物理系统服从下述方案
: 假设原始 内扰动

:

“(x )= (
。;
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⋯
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(x ))
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:
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,

⋯
,

了, (二”
.

这里记 二 = (x l ,

⋯
,
二 ,

)
,

理解为时间
、

空间等变量
.

现再假设满足下述条件
:

(a) 线睦的
:

如果对于原来的扰动
u : 与“2对应着扰动 f

: 与 f
: ,

则它们的线性组合 。
: 十

伽
: 与扰动 a f

: + 盯
: 相联系

,

这里a ,

刀为常数
.

(b ) 实的
:

如果原来扰动
。 是实的

,

则响应扰动亦是实的
.

(c) 连续性 : 如果原来扰动 u( x )的所有分量在 穿 尸

中趋于零
,

则相应的响应扰动 f(x )的

所有分量在窟
产

中亦趋于零
.

这里牙
产
一牙 (R 勺

产

是广义函数空间
,

罗 户
~ 罗 (R 勺

产
= COO (R N)

产是

在R 万
中具有紧支集的广义函数的集合

.

(d ) 平移不变性
:

如果响应扰动f(x) 与原来扰动u( 二 )相联系
,

则对应于任意平移h〔R
” ,

原来扰动城x + h) 对应于响应扰动 f(x + h)
.

条件(
a
)~ (d )等价于存在唯一 N x N 矩阵

: z
(x )= (

z , ,
(x ))

, 二。, 〔,
‘

(R
万
)

.

它以下述公式联系着原来扰动u( 二)与响应扰动f(x )
: :
。 ~ f (3

.

1)

让我们加给系统 (3
.

1 )以如下要求
,

就是所谓对锥 厂的被动相关 (p
a s siv ity r e sa ti, e

)
:

假设 厂是在 R
”

中 (顶点在O ) 的闭的
、

凸的
、

立体锥
.

(
e
) 对于锥厂的被动相关性

: 即对于在少
X 万
中的任意向量函数 中(劝成立下述不 等式

:

“·

{
_ 二 <之, ,

,

, >d X 鑫 0

注意到函数 <z , 甲
,

甲>〔少
,

所以在 (3
.

2 )中的积分恒存在
.

并且
,

因为矩阵城 x )的实性

条件(3
.

2 )等价于

(3
.

2 )

,

被动

{
_ 二 <之· ,

,

, >d x 、 ” (, 〔, , “ ,
(3

.

2 )
,

这里少尹是 窟 中具有实 N 个分量的向量组成的
.

不等式 (3
.

2 )
‘

在能量形式下是反映物理系统吸收能量
,

但不是产生能量的能 力
.

这里考

虑到锥 厂 的因果性关系
.

定义 卷积算子 (
e o n v o iu tio n o p e r a to r

)
二赞 被称为相对于锥 厂 的被动算 子 (p

a s si, e

oP
e ra to r

)
,

而相应的矩阵函数 牙(亡) (矩阵 或 x ) 的 L a p la c e 变 换) 被称为物理系统的阻抗

(im p e d a n e e
)

.

定理3 矩阵或x) 定义为关于锥厂的被动算子的充分必要条件为其阻抗活(约 是在区域 T “

中的正的实矩阵
,

这里 C = int 厂气锥r . 的内点的集合 )
.

本定理的证明基于下述引理2
,

证明细节参阅文〔9〕
.
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引理2 假设N x N 矩阵戒二)有下述特性
:

(a) 它定义为一个相对于包含在锥C铸中的某一个锥厂
。

的被动算子
,

厂
。

的边界假设是片

片光滑的 ;

(b ) 对包含在一锐凸锥 C 中的任意

C
,
= 〔g

:

(
。: ,

g )> 。,

⋯
,

, 面锥(
n 一h e d r a l e o n e

)

(
。 , ,

g )> O〕

给为下述型式
二
(二)= (

。: ,

D )
“⋯ (

e 。 ,

D )
忍: 。

,

(二 ) + 乙
二
邵

, D , 占(二)
1 ‘夕簇 - (3

.

3 )

这里矩阵函数 劫
,

(x) 在R
”

中具有支集在C,
朴 的连续的

、

实的且缓增的
; 矩阵 材力 (j~ 1 ,

⋯

n) 是实的
、

对称的且满足

E (3
.

4 )
1‘了‘份

g, “

岁璧
” (。〔沙 )

则矩阵式 x )定义一相对于锥r
。
= 〔x: (

。 ,

x) 里 O
,
x 〔厂

。

」的被动算子
,

这里
。 是取 自锥口的任意

单位向量
.

四
、

相对于锥 C 二 R 二的多重色散关系

定理4 矩阵或劝定义一相对于锥C ~ R 军的被动算子的充分必要条件是
:

(i) 它的F。盯 ie r ,

变换武P )满足 色散关系
:

Im 落(P)~
夕{

二
,

夕才(材
, Im 了

。

) + 12 ‘。, 一 乙
二‘, ,夕,

1‘了‘ 月

式中矩 阵M (力)是方程P {⋯ P二M (P )二R e牙(P )

在N (一 万票U刃早)类中的一解
.

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(1 1) 矩阵 R e忍(P)是使得对 V a 〔C万广义函数 (R e乏(P)
a , a )在 R

.

中为缓增非负测度
; 矩

阵: ‘。,是实的
、

奇对称的
,

且矩 阵矛力 (j= 1
,

⋯
,

n) 是实的与正的
.

在色散关系式 (4
.

1 )中
,

矩阵 〔M (P )
, 二 (0 ’ , : “ ’

,

⋯
, : ‘, , 〕是相差一附加项

〔iA D : ⋯D
o

lm 仁i
ft

了
。

(P )〕
,
且

,

0
,

⋯
,

o〕 (4
.

3 )

为唯一 的
,

式中A 为一任意实常数奇对称矩阵
.

为了叙述这个定理的证明
,

先述下列诸引理

引理3 t 8 ,
(B oc hne

r 一S c hw ar tz 定理) 牙
/

中的广义函 数 f 为正定的充分必 要条件是它

为一缓增的非负测度的F。叮 ie r
变换

:
f = F〔拼〕 (“〔夕

‘, 户七o )
.

引理4f . , 下述条件是等价的
:

(i) 矩阵 城x) 定义为一相对于锐锥厂的被动算子 ,

(ii ) 矩阵z( x )满足相对于锥厂的被动性弱条件

R e

{
_ 二〔<:

‘二)
。 , ·> · , 〕, d x ) ” (‘ ,

, a〔C N
,

(4
.

4 )

(iii ) 矩阵成 x )满足条件 (正定性)

(‘a + ‘肠a , a ) > 0 (
a〔C万 )

以及引理2的条件(b)
.

(i
,
) 矩阵

:
(x )满足耗散条件(d i

ssip a tio n e o n d itio n
)

:

(4
.

5 )

R e

J
<z

· , : , >d X > 。 (, 〔, X ! ,
(4

.

6 )

以及引理2的条件(b)
.

引理5‘. ’ 矩阵方程 刀受⋯刀 :z( x) 二 0 (4
.

7 )
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在R
“

中于实的连续的
, 一H e r m iti

a n 矩阵 函数类中且支集在 一 左军U左草中通解为下式

z
(二 )二 [ 罗

。

(x )一 了 。

(一 二 )〕
z 。

牙 。

为(4
.

7 )的基本解
, z 。

为一任意实的奇对称矩阵
.

引理6 〔
吕’ 如果f〔护

。

对某些 ‘并满足下列等价条件
:

(
a
)

s u p p F (f)C 一 C 朴
U C , ,

(4
.

8 )

(b , f 一 (2蒸)
·

f】·‘m ‘一

‘
·
) f 一 (2厂)

·

f
· R ·了一

之一 以及另一条件
:

2
, , _ _

了‘= 一 (2 , )
。 J 关 ‘m 苏

“ ,

则广义函数 f 与f
l在矛

:

中成一对 H ilbe r t变换

‘
1

一 (2凳介‘
·‘m 了

·

‘一 (2凳)
·

了
!· Im ‘

·

仁4
.

9 )

引理了〔
“’ C a u eh y核了

。
(
:
)与了

一。
(
z
)的边值成立如下关系

:

了
一 。
(劣 )= 了

。
(x )= 了

。
(一 x ) (x 〔R

了
一 。

(二 )= (一 1)
,

了
。
(x ) (x 〔C U (一 C ))

”

)
(4

.

1 0 )

R e

了
。
(x ) =

1 。 。 。
.

。 , 1 。 _
_ , 、 ,

_ _ ,

n 厂 L口口价十 氏 0 . 」~
一

石 L
‘

万 叭 x )十 沐 c L一劣 少」

“
} (4

.

1 1)
1 。

。 。 。 , 1
lm 了

O戈x ) = 2‘
一

厂 L廿o 朴 一 口 一 口补 J = 2‘{ 了
。
(x )一产

。
(一 二)〕

基于上述诸引理
,

现来叙述定理 4 的V la di m ir 。, 的证法 :

定理 4 的证明 必要性
:

假设矩阵式 戈)定义一关于锥开草的被动算子
,

由引理4及 5 可知
,

矩阵 或x ) 具有下述性

质
:

(:
(x )

a + : 关
(二 )

a , a )》 O (
a〔C万 )

二
(二 )= D {⋯D 二z

。

(x ) + 乞
z ‘, , D , 占(二 )

(4
.

1 2)

(4
.

1 3 )
! ‘了簇 .

这里矩阵函数: 。

(x )在 R
.

中连续的
、

实的与缓增的且具有支集在锥左早中
; 而矩阵才力 (j ~ 1 ,

⋯
,

n) 是实的与正的
。

由引理3
,

对(4
.

1 2 )与(4
.

1 3 )取Fo 毯r ie r 变换
,

可以断言广义函数
_

一 _
, 、 、

1 。 , , , 、
.

‘ , 、 、 , , . .

一。 、 、

<长e 名又P ) a , a 夕= 石 厂 L又z 又x ) a + 之 ’

气x ) a , a 夕J 气V a 七七
‘’

)
乙

(4
.

14 )

为在 R
”

中缓增的非负测度
,

且

: (夕)= (一 1 )
“
户;⋯夕二F [ : 。〕(户)一 1 E

z ‘了, 夕,
(4

.

25 )
1

一

J 一



多复变 C a uc h y积分和被动算子与多重色散关系

R e 活(P)~
(一 1)

. 、 :

一
~

一
~

石一 一

—尸 1

‘

⋯P : F 〔: 。(x )+
z
言(戈) ] (P)

6 5 1

(4
.

1 6 )

叮(P)~
(一 1 )

”

2
F 〔:

。

(二 ) +
二言(二 )〕(p ) (4

.

1 7 )

贝!1矩阵M (P)〔N (一 兀季U 开竺)类
,

并口! (4
.

2 6 )得知它满足方程 (4
.

2 )
.

利用引理 6 及引理7
,

并考虑等式

F 仁二
。

〕(P )一F 〔(
二。
(, ) + 二节(x ))8

,

(二)〕

1 。 尸 , 、
.

, , 、 , ” 。 。 ,

~ 飞2 , )
” 厂 L

一

“。又劣 )十 之石Lx )」, 厂 L o 。 」

2(一 1 )
.

(2二)
” M

书
,

矛
,

现在把它代入关系式(4
.

15 )于是有

; (, )一 了。

兰
、。 , :

,

二 , :(、
, R e

了
。

)一 * 名
二 (‘,尸

戈“
‘
产 I J一

(4
.

1 8 )

把(4
.

1 5) 的实部与虚部分开
,

得到 当: ‘。’~ o时色散关系(4
.

1) 以及关系式

R e牙(P)= P全⋯ P圣(M
, R e

了
。

) (4
.

1 9 )

由于引理 6 的条件(c) 有

M
价 R e

.

另犷, (4
.

2 0 )

所以 (4
.

1 9 )等价于(‘
.

2 )
.

充分性
.

如果矩阵z
(x ) 以及它的 F o ‘ r ie r 变换 活(P ) 满足定理四的条件 (i) 与 (11 )

,

由

又4
.

2 0 )
,

方程(4
.

2 )等价于等 式(4
.

1 9 )
,

并藉助色散关系(4
.

1 )
,

得到

, ‘p , 一币蚤)
·p , ⋯p ‘(M

·

‘
·

,一
。’一‘

;

军
。·‘”p ,

(4
.

2 1 )

因此利用F O 往 r ier 逆变换
,

:
(二 )= D 卜

二 二 :
(二 )一

z ‘。, 占(x ) + 云
二‘j , D , d (二 )

I ‘ I
( .

(4
.

2 2)

得厌

式中 之 ;
(二 )一 2 (一 l)

”
F

一 ‘

〔M 〕(x )0
。

(x )是一在 R
”

中缓增实的连续函数且具有支集在 R 二中
.

并注意至,JD 卜二 D 孟二 ;
(x )一

z ‘o , d(x )= D 老⋯刀泛〔z :
(x )一

z ‘。’

(x ) g ,

(x )〕
,

则可知矩阵式劝满足条件(4
.

1 3 )
,

由于 (4
.

14 )与引理 3可知条件 (4
.

1 2 )亦被满足
.

再由引理 才
,

可知矩阵或x) 定义一关于锥左草的被动算子
.

至此
,

还可证明 色散关 系(4
.

1) 的唯一性只相筹一形如 (4
.

3 )式的附加项
,

这里不赘
.

五
、

结 语

物理现象的数学模型的构造与研究构成数学物理的重要课题
,

结合近代物理的需要
,

特

别是非线性物理的需要去发展有关的现代数学理论和方法
,

是现代数学物 理 的 重 要 课题之

一
,

在这届 (1 9 89 年) 非线性物理的国际会议的报告中已体现出来
,

因此
,

摸索现代数学理

论和方法对近代物理
、

力学的应用
【‘““ ‘’是个时代课题

.
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