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摘 要

我们在仿紧设置下
,

在 H a us d or ff 拓 扑矢量空间内证明了一个广义拟变分不等式
,

推广了

Z ho
u 一C h e n 和 A u bin 的相应结果

.

作为应用
,

关于最优化问题的解和亚对策的吐会平衡解的两个

存在性定理被证明
.

这些定理改进和推广了 K a 。乙ylls k i一 Z e id a ll 和 A ub in 的最近结果
,

关锐词 拓扑矢量空间 极小极大不等式 广义拟变分不等式 最优化问题 吐会平衡

一
、

引 言

最近 Z h。往一C h e n ‘’」
在紧设置下

,

证明了一个广义拟变分不等式
,

推广了 A o bin ‘“, 的定

理 6
.

4
.

2 1到局部凸拓扑矢量空间
.

由应用 K y F a n 的不动点定理
〔“’,

K a e z y n sk i一Z e id a n , ‘’在局部凸 H a u sd o r ff 空间内证

明 了一个最优化问题解的存在性定理
.

在本文内
,

我们将首先在 H a
此d o rf f拓扑矢量空间的仿紧设置下证明一个广 义拟变分不

等式
,

推广 了 Z h o u 一C he
n 〔‘’ 的定理 3

.

1 和 A u b in[
名, 的定理 6

.

4. 2 1
.

然后
,

应用我们 的结

果
,

关于最优化问题和亚对策的社会平衡解的两个存在性定理得到证明
.

这 些 定 理 推广了

K a e z y n s k i一Z e id a 几‘们的主要定理和 A 认b in 〔么,的定理 6
.

4
.

2 3
,

二
、

广义拟变分不等式

令M是一拓扑空间
,

E 是一 H a
“d or ff 拓扑矢量空间和 E

‘

是E 的对偶空间 (即是
,

E 上

一切连续线性泛函的矢量空间)
.

令 2 刃表E 的一切非空子集的族
.

按照 A o b in 〔2
,

P
.

1 2 1〕
,

一个映射F
:

M、 2 万是上h一半连续的(
。

.

h
.

。
)

,

如果对每一 P〔E 产 和对每一兄( 刃
,

集笼二〔M
:

s u p R e <P
, “>< 朴在M 中是开集

,

其中刃是一切实数的集
.

诚F (戈)

显然
,

每一上
s一
半连续(“

.

5
.

“
.

)映射是上 d 一半连续(住
.

d
. 、

“
)的和每一上d 一半连续映射是

上h- 半连续的 (见 sh ih一T a 。‘” )
.

下面结果是 D in g 一T a n 〔. ’的定理 1的轻微变型
,

(也见 D in g ‘
7 ’的定理A )

.

引理 2
.

1 设X 是拓扑矢量空间E 的一非空凸子集和卿X X X 、刃有下列性质
:
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(
a
) 对每一固定的y〔X

,

甲(劣
,

刃关于戈在X 的每一 紧子集上是一下半连续函数 ;

(b ) 对X 的每一有限子集A 和对每一戈〔co (A )
,

m in 甲(劣
,

夕)《 o ,

. (A

其 中 c 。
(A )是A 的凸包

.

(
c
) 存在一 非空紧凸子集 X

o

c X 和 X 的一非空紧子集K 使得对每 一 x 〔X \K
,

有一

g 〔e o (X
。

U {二卜)具有甲(x
,

g )> 0
.

贝11存在 必〔K 使得对一切 , 〔X
,

甲(全
,

夕)《 0
.

定理 2
.

1 设 E 是一 H a此d or ff 拓扑矢量空间
,

它的拓扑对偶 E
产

分离E 的点
,

X 是E 的

一非空仿紧凸子集
.

假设

( i ) F
:

X , 2x 是上h一半连续的且具有非空紧凸值
;

(ii ) j: X x 尤、刃 使得对每一 夕〔X
,

了恤
,
夕) 在X 的每一 紧子集上是 x 的下半连续函

数 ;

(iii ) j( x
,

刃在夕点是。
一对角凹 (o

一刀C犷)的 (见〔1〕)
,

即是
,

对任何有限子集硬y
: ,

⋯
,

如}c= X 和任何 x 。= E 几‘功 (
“‘》0 ,

索
“‘一 1

)
,

乙几‘f(, 。 ,

夕‘)( o ;

(i劝 存在X 的一非空紧凸子集工
。

和 X 的一非空紧子集K 使得对每一 x〔X \K
,

有一

, 〔e o (X
。

U {x })门F (% )具有f(x
,

, )> 0
.

(
v
) 集刃 ~ { x〔X

:

su p 了(二
,

妇 > 0} 在X 内是开的
.

则存在一点 分〔K 使得
. ‘F (二)

( l ) 分〔F (￡)和

( 2 )
s o p f(分

,

, )( 0
.

g (F (夕)

证明 假设对每一 二〔X
,

结论(l) 和 (2 )不成立
.

则对每一 %〔X
,

或者 二诺F (, ) 或者

二〔刃
.

如果x 诺F (x )
,

由R o d in 〔s
,

P
.

7 o〕的定理3
.

19
, ’

存在P〔E
尹

使得

R e <P
,
x >一

s 住p R e
<P

,

夕)) 0
.

粉‘F (
二
)

对每一P〔E 尹,

令

犷(P)~ 魂二〔X
:
R 。<P

,
劣>一

s 二p R e (P
,

夕>) o }
. (F (, )

则X ~ 刃 U ( U 犷(P))
.

床E’

由F 的上h一半连续性
,

每一 V (P)是开的
.

因为茗是开的和X 是仿紧

的
,

从K e ll。y 〔9
,

p
.

1 5 s〕推得存在 资万
,

(犷(p )
:
P〔E

‘

)}的一开局部有限精细 {刃
, ,

(犷
,

(p )
:

P〔E
‘

)}使得万
,

〔刃和对每一P〔E
产,

厂
‘

(P)C= 厂(P)
.

因为每一仿紧空间是正规的
,

由K e
ll

e y

[ 9
,

P
.

z 7 1]
,

存在X 上的具有非负实值的连续函数族刀
。,

刀
, ,

P〔E
,

使得对每一二〔X
,

刀
。
(二 ) +

艺刀
,
(幻 = 1

,

几和每一刀
, 分别在茗

‘

和犷
,

(p )的外面点的值为。

减E
‘

定义映射甲: X x X , 那如下
:

’

甲(二
,

u )二夕
。

(二 )f(x
, , ) + E 口

,
(二 )R e(乡

,
二一 , >

.

风E ,
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则我们有下列性质
:

(
a
) 因为王艺

尹 ,

(犷
尸

(P)
:
P〔E

产

)}是局部有限的
,

每一点 x 〔X 有一邻域仅与集族 {刃
产 ,

(犷
‘

(夕)
:
夕〔E

‘

)}的有限多个集相交
.

所以对每一 二〔X
,

在和 习 刀
,
(二)R

e
<夕

,
二一 y>中仅有

风 E ,

有限多项有非零值
.

因此对每一夕〔X
,

函数 二~ 乙 刀
,

(二)R e( p
,
x 一 g >在X 上是连续的

.

由
P(E

尸

(ii )
,

对每一刀〔X
,

甲(,
,

y )在X 的每一 紧子集上是 x 的下半连续函数
;

( b ) 我们主张对每一有 限集A ~ {夕: ,

⋯
,

夕. }c X 和对每一二〔c
o( A )

,

m in 甲(劣
,

妇( 0
.

U(A

如果不真
,

则存在X 的一有限子集A = {, , ,

⋯
,

g 。 }和 x = E 久, g, 〔co (A )
,

义, 李 a和乙 几, 二1

了. 1 , . 1

使得

中(二
,

夕, )> o (j~ z
,

⋯
,

。)

即是

刀
。

(x ) f(x
,

夕,
) + 乙 刀,

(x )R
e (夕

,
x 一 夕, >) o

试E ‘

另一方面
,

我们有

(j= l
,

⋯
,

m ) (
一
)

o = 乙 刀
,

(x )R
e (夕

,
x 一 二) =

成E
’

E 几,

(E ,
,
(x )R

e
<,

,
二一 。, >

)
.

一‘E
’

由 (
.
) 式推得

刀
。

(二 ) 乙久,
f(x

,

夕,
)) o

‘

因为刀
。

(戈 )》 o
,

我们必有

乙 几,
f(x

,

夕,
)) o

,

这与条件(iii )矛盾
.

因此我们的主张成立
.

(
c
) 由(i

,
)

,

存在X 的一非空紧凸子集X 。和一非空 紧子集K 使得对每一 二〔X \K
,

有

, 〔e o
(X

。

U {x })门F (二)具有f(二
,

夕)> 0
.

如果 x 〔万
, ,

则刀
。

(二 )> o
,

使得刀
。

(x )f(x
,

g )> o ;

如果对某p 〔E
, ,

二〔犷
‘

(p )c= 犷(p )
,

则刀
,
(劣)> o且

R e <p
,
x >>

su p R e <p
, 二>> R e <p

, y>
.

z (F (x )

使得几(二 )R
e (P

,
x 一 夕>> o一注意到X = 万

‘

U( U
班E 夕

犷
尸

(p ))
,

我们必有甲(x
,

y)> 0
.

由引理2
.

1
,

存在一点全〔K 使得对一切夕〔X
,

甲(企
,

夕)( o ; 即是

刀
.

(, ) f(,
,

夕)+ 习 刀
,
(分)R

e (夕
,

分一夕>( o

-

二
减E ,

(V g〔X ) (一 )
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现在选取夕〔F (￡)使得每当刀
。

(分)> 0时
,

几(分)j(分
,

妙)> 0
.

如果对某P〔E
‘,

刀
,
(分)夕 。

,

则念〔犷,
(P)〔犷(P)且因此

R e <p
,

分)> s u p R e <p
, z >> R e <p

,

乡>
,

之‘F (分)

从而对p〔E
, ,

每 当刀
,

(么)> 0时

方,
(分)R

e (P
, 毖一 夕>> 0

.

因为分〔X = 万
’

U ( U 犷
‘

(P ))
,

我们必有
试E 护

刀
。
(毖) j(沦

,

季) + E 刀
,
(分)R e(夕

, 念一 夕)) o ,

成E ’

这 与(。 )式矛盾
.

因此存在念(X 使定理2
.

1的结论(l) 和 (2 )成立
.

条件(i力蕴含分〔K
.

定理

证毕
,

注 2
.

1
.

注意到在定理2
.

1中
,

当X 一 X
。二K 时

,

条件(i v) 平凡满足
.

因此定理 2
.

1在下列两方面改进

了Z h o u 一C he州 ‘〕的定理 3
.

」: (l) E 不必是局部凸空间
,

(2 ) X 可以不是紧集
.

特别定理 2
.

1 改进和推广

了A u b in L“〕的定理6
.

4
.

2 1
.

系2
.

1
.

令E 是一 H a 此d or ff 拓扑矢量空间
,

它的对偶E
,

分离E 的点和X 是E 的一非空

仿紧凸子集
.

假设

( i ) F
:

X 、2x 是连续的具有非空紧凸值
;

(ii ) f
:

X x X , 刃是下半连续的和f( 二
,

, )在g 是 。一D C 犷 ;

(iii ) 存在 X 的一非空紧凸子集 X 。和一非空紧子集 K 使得对每一 二〔万\K
,

有

夕〔e o
(X

。

U {x } )门F (二)满足 f(x
,

夕)> 0
.

则存在一点分〔K 使得

云〔F (活)和 f(店
,

刃( 0
.

证明 因为F 和f都是下半连续的
,

从A o b i彭
“, 的命题3

.

1
.

19 推得函数

二~
su p f(二

,

夕)
. (F (劣)

在X 上是下半连续的
,

因此集

刃 = 王二〔尤 : su p f(x
,

g )> o }
U(F (劣)

在X 内是开的
.

结论从定理2
.

1推得
.

注2
.

2 系 2
.

1 改进和推广了A u bi n[ 2 , 的系6
.

4
.

2 2到拓扑矢量空间
.

三
、

最 优 化 问 题

令 E : ,

⋯
,

E
。

是 H a o
sd

o r ff 拓扑矢量空间和 E ~ n E ‘是乘积空间
.

对二 二 (x
, ,

⋯
,
x 。

)〔E

和‘〔{ 1
,

⋯
, n }

,

我们将使用下面记号
:

E 才= n E , 和“犷~ (x
: ,

⋯
,
x ‘一 : ,

二‘* : ,

⋯
,
二。

)〔E 才
.

给定X c= E
,

X .和X 犷将分别 表示X 在 E ‘和E 犷上的投影
.

对任何 , 〔X 忿
,

定义X 在y点的截痕
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为

F ‘
(妇 ~ {斑X . :

存在二〔X 使得二‘~ 二和介 ~ 毋
.

E 的一子集X 称为有连续截痕性质
,

如果对‘一 1
,

⋯
, n ,

映射

F ‘: X 宕, Z X
言 ,

, ~ F
‘

(, )

是连续的 (即是
,

F
‘

既上半连续也下半连续)
.

令 f
l ,

⋯
,

f
, :

X 、刃是实值函数
.

我们关心下列最优化问题(尸
,
)
:

寻求 云〔尤使得

m a x {f
‘

(牙
1 ,

⋯
,
矛‘

一 , , 二 ,
刃‘+ 1 ,

⋯
,
牙。

)
: : 〔F ‘

(勇扩)}= f
‘
(牙) (‘二 l

,

⋯
, 。
)

.

定理3
.

1 令E 的拓扑 对偶 E
/

分 离E 的点和 X 是E 的一非空仿紧凸子集且具有连续截痕

性质使得每一F ‘
(% t) 是 紧的

.

令f
, ,

⋯
,

f
。 :

X 。 虎是连续函数使得

( i ) 对任何 ‘~ l
,

⋯
, n 和二〔X

,

定义在 F ‘
(x 扩)上的映射

.

是凹的 2

~ f
‘
(二

: ,

⋯
,
二‘

一 : , : ,
二‘十 : ,

⋯
,
二。

)叠f
‘
(
: ,
劣 t)

(ii ) 存在尤的一非空紧凸子集 X
。

和一非空紧子集 K 使得对每一 二〔X \K
,

有

, 〔eo
(X

。

U {x }) 门n F ‘
(x 扩) 满足

E 〔f
‘

(夕
‘,
￡ t)一 f

‘
(二

‘,
x 扩)〕) 0

.

则存在最优化问题(尸
,
)的一解 刃〔K

.

证 明 定义映射F
:

X 、 2x 和f
:

X x X 。 刃如下
:

F (x ) ~ n F
‘

(x 才)不,v f (x
,

, )一 E 〔f
‘

(夕
‘ ,
‘ : )一 f

‘

(二
‘,

x 犷)〕
.

因为X 有连续截痕性质使得每一F
‘

(x 约是紧的
,

所以F 是连续的
,

具有非空紧凸值
.

对任何

有限集 {夕
’ ,

⋯
,

夕, 卜c= X 和对任何 二 ~ 乙几, , 了
,

久, ) 0 和乙
J‘ l j , 1

由(i)
,

我们有

“, 一‘

(x,
一

舒
, ‘

,

‘一‘
,

一今

“(X
‘ ,

“ , 一“(买
‘, “‘

, · :

)
》

户
“,
“(,

{
,

介 )
.

因此

E 几,
f(x

,

少) ~
J . 1

军‘

花兄 (f
‘
(夕:

,
二 : )一 , 。

(二
‘ ,
“ : ))}

一

言〔户
‘,
“‘。‘

,
· : , 一“‘一“ ,〕‘

。
·

所以 f在 g 点是 o ee D C犷
.

显然f是连续的
.

由(11)
,

容易看出系2
.

1的条件(iii )被满足
.

从系2
.

1推得存在一点派〔K 使得

至〔尸 (幻和 沙p f(云
,

y)( 0
.

证F (习

因此前一结论蕴含早
‘〔F ‘

(, t)(‘一 1
,

⋯
,

的
.

对每一i = 1
,

⋯
, n 和 功〔F ‘

(戈约
,

选取犷CX 使得

尹‘一夕‘和护, = “ , ,

j簇 i
,

则有夕〔尸 (, )和
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j
‘
(夕

‘,
牙犷)一 j(, ‘

,
牙才)= j

‘
(夕

‘ ,
勇才)一 f

‘
(, ‘ ,

勇扩) + 习 (f
,
(歹

, ,

至; )
J今 ‘

一f
,
(牙

, ,
牙, ))= f(至

,

歹)《 0
.

由此推得对一 切i~ 1
,

⋯
,

叮口对一 切功〔F (至约

f
‘
(夕

‘,
云t)簇f

‘
(, ‘

,

至扩)= f(云)
.

注意到对一切i~ 1
,

⋯
, n ,

熟〔尸‘
(至t)

,

我们有

f
.
(牙)= m a x {f

,
(
z ,
无 t)

: 二〔F ‘
(j 犷)} (‘~ l

,

⋯
, n
)

.

定理证毕
。

系3
.

1 设E 的拓扑对偶E
‘

分离E 的点和 X 是E 的一 非空 紧凸子集具有连续截痕性质
.

设

f
: ,

⋯
,

f
, :

X , 刃使得对任何 i~ 1
,

⋯
, n和对任何二〔X

,

定义在F ‘
(勺 )上的映射

二 , 了
‘
(
: ,

戈 t)

是凹的
,

则最优化问题(尸
:
)存在一解牙〔X

.

证明 注意到在定理3
.

1中
,

当 X 一 X
。
= K 时

,

条件(11) 被平凡地满足
,

因此结论从定

理3
.

1推得
.

注3
.

1
.

定理 3
.

1推广了 K ac
z y“k i一Z e id a 州 ’〕的主要定理到非紧设置且在定理 3

.

1和系 3
.

1 中
,

E : ,

⋯
,

E 。
不必是局部凸拓扑矢量空间

.

四
、

亚对策的社会平衡

在本节中
,

我们将研究
n 人非合作对策

.

由 n
个策略集X

‘,

定义在策略集的乘积空间X

= n X ‘上的 。
个损失函数八和 由

C ,
(x 犷)二 {二〔X ‘:

f
‘
(x

‘ ,
% t)= in 蛋f

‘
(夕

. ,
, 犷)}

U ‘(大
,

所定义的典型决策规则定义一个对策
.

如果我对对策附加上一可行性概念
,

即是
,

当其他局中人已经选择了他们的策略幻〔X
, ,

j笋泣时
,

通过
n
个集值函数 F ‘限制 第 ‘个局中人的策略只能在子集F ‘

(劣习C X .
中选取

,

则通

常称此对策为一个亚对策
.

在亚对策中
,

其他 局中人对局 中人 j的影响如下
:

(a) 间接影响为限制局中人 j的可行策略于F
,
(勺)

.

(b ) 直接影响为影响局中人 j 的损失函数f
, .

结合这两个影响
,

导致可行决策规则由下式定义
:

刃‘(% 扩)= 魂x
‘
〔F ‘

(劣 犷)
:

f
‘

(x
‘,

x 才)= in f f
‘
(y

‘ ,
x t)卜

.

,
,

(E ‘(
x
才)

与这些决策规则一致的多元策略 x 〔X 被称为亚对策的社会平 衡
.

于是
,

它们由下列条件定

义:

( i ) 对每一

(11 ) 对每一

= l
,

⋯
, 。 ,

为〔F (戈幻 (可行性)

(‘
.

1 )
, l

,

⋯
, , ,

f
‘
(二

‘ , 劣 t)~ 少f j
‘
(g

‘, 戈才)
, *(F , (公 含)

下面我们始终假设E : ,

⋯
,

E
。

是H aus d o r fl拓扑矢量空间和E 二n E 。 是乘积空间且 E 的拓扑



拟变分不等式和社会平衡

对偶E
‘

分离E 中的点
.

定理4
.

1 假设对一切 一 l
,

⋯
, ” ,

( i )

(11)

(111)

(i
v
)

策略集X ‘c= E . 是凸的使得乘积 X 二n X ‘在E 内是仿紧的
.

损失函数 f
, 是连续的且对每一 , 犷〔X 犷

,

函数功, f
‘
(y

‘ , 劣 D 是凸的
.

可行映射F
‘:

X 扩, 2兀是连续的且具有 紧凸值
.

存在 X 的一非空 紧凸子集 X
。

和一非空 紧子集 K 使得 对每一 二〔万\K
,

有

g 〔e o (X
。

U 笼x 卜) 门n F .
(二 犷) 满足 乙 〔f

‘
(二

‘ , x 言)一 f
‘
(y

。 ,
x 犷)〕) o

,

则存在一社会平衡 至〔K
,

即是一多元策略 云 满足 (4
.

1)
.

证明 我们设

F (x )= n F 。
(‘宕) 和 j(二

,

, ) ~ 乞 (f
‘
(x

‘ ,
‘ : )一 f

‘
(, ‘ ,

‘才))
.

由(11 1)
,

F
:

X , Z x 是连续的且有非空紧凸值
.

由(11)
,

函数 了
:

X x X 、涩是连续的
.

对任

何有限子集 {夕‘
.

⋯
,

夕一二X 和对任何 二 ~ 乙几,
少

,

几, > 0
, ￡ ‘了一 1

(
二‘

J . l

= E 几,g l
,

‘~ 1
,

⋯

:

)
,

由“‘,
,

我“”有

f““
,
’‘, 一f

‘

(乙 久, 夕:
,
戈 : )( 习人, f

,
(夕{

,
x 犷) (i“ l

,

⋯
, n
)

由此推得

乙 瘫,
f(二

,

。,
)=鑫

‘,

[鑫
(‘

。
‘一

“‘, 一“(“‘
,
“‘”〕

(j
‘
(
一

:卜鑫
‘,‘

·
(, ‘

,
· , ,)

( ”
·

因此了在y点是 。一D C犷
.

由(i叻
,

容易验证系 2
.

1的条件(iii )被满足
.

系2
‘

1蕴 含存在至〔K 使得

J〔F (至)和
s o p f(刃

,

v)( 0
.

U(F (至)

第一结论蕴含至
‘
(F (至约 (i一 l

,

⋯
,

n)
.

第二结论蕴含对一切‘二 1
,

⋯
, n和对一切功〔F

‘
(云t)

,

j. (至
‘ ,

种)簇了
‘
(y

‘ ,

升 )
.

这由取 歹使得歹
‘= y’和歹, ~ 无, ,

j祷 ‘即可得证
,

因为夕〔尸(幻和

f(矛
,

夕)= f
‘
(至

‘ ,

, t)一f
‘
(歹

‘ ,

云犷)+ 万 (f
,
(‘

, ,

, ,
) 一 f

,
〔夕

, ,

二乡))
J 、 ‘

二 f
‘
(至

‘ ,

云t)一 f
‘
(y

. ,

恋t)( 0
.

因此 勇〔K 满足条件(3
.

1)
,

即是矛 是一社会平衡
.

注 4
.

1 定理 4
.

1改进和推广了 A u bi n 〔“」的定理6
.

4
.

2 3 到拓扑矢量空间的非紧设置
.
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