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摘 要

本文证明了鞍点连线网在小扰动下可以产生完全随机网和不完全随机网两种情况
,

并按 照动

力系统理论讨论了两类随机网的结构
.

关盆词 完全随机网 不完全随机网 横截环 退化横截环

一
、

引 言

众所周知
,

对于 自由度大于 2 的玉la m ilt o n 系统在等能面上存在复杂的A rn ol d网
.

如果取

网上任一位置为初始点
,

那么沿着网的运动是随机灼
.

这种现象被 称 为A rn ol d扩 散
.

近年

来的工作表明对于一个 半自由度的H
a m ilt o 。系统

,

在一定的共振条件下
,

也 可 以在相平面

上产生类似于A rn ol d网的随机性
〔‘一”’.

迄今为止
,

通 常认为这种网是相平面上 的 鞍 点连线

网中的鞍点连线在小扰动
一

F发生破裂而形成
.

在小扰动作用
,

鞍点连线是否一定会破裂 ? 这

个问题至今没有从理论上很好加以探讨
.

我们认为
,

鞍点连线网中异宿轨道在小扰动下可能

全部破裂也可能只有部分发生破裂
.

对于第一 种情况
,

我们称所形成的随 机 网 为完全随机

网
,

后一种情况被称为不完全随机网
.

在第二节 中
,

我们给出了产生完全随机网的例子
,

并且用横截环理论分析了完全随机网

的结构
.

在第三节 中通过一个例子讨论了不完全随机网的形成
,

并提出了退化横截环理论
,

用此理论详细分析 了不完全随机网的结构
.

二
、

完 全 随 机 网

我们考虑系统
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H
。
~ 一 c o s u 一 c o sv + 2 (2
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5 )

在(
“ ,

v) 相平面上
,

存在可列多个双曲点和椭圆点
,

它们分别为

双曲点((Zm + l)二
,

Zn 二 )
,

(Zm 二
,

(Z
n + 1)二)

椭圆点(Zm 二
,

2 。二)
,

((Zm + 1),
,

(2
。+ l)汀)

(m
, n ~ 0

,

士1
,

士2
, ·

“一 )

对应于H
。
(
“ ,

v) 二2
,

存在 由异宿轨道组成的鞍点连线网
,

在 网的每一个元胞内存在一族周

期轨道
.

图 1给出了(2
.

1)一
。的鞍点连线网

.

以A B
、

A D 为例
,

网中的异宿轨道的解为

,
(‘)= Za r et g e x p [ t〕

v
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在小扰动作用下
,

这些异宿轨道所 对应的稳定流形和不稳定流形之间位置发生了变化
.

图 l中异宿轨道A B 和A D 的Mel ni k o v 函数
,

得到

、二 (, 。
, a ,

b
,

o,
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在t。〔〔。
,

2二/ 。〕内
,

M
, 。和M

, 。
存在简单零点

,

故A B 和 AD 所对应的稳定流形和 不稳定流

形发生横截相交
〔们

.

由于相平面(
“ ,

的上其它异宿轨道平行于A B或A D
,

且轨道 表达式只相

差一个常数
,

它们的 Mel ai k o v 函数与A B 或A刀的Mel ni k o v 函数是一致的
,

因而这些 轨道的

稳定流形和不稳定流形都发生横截相交
.

结论2
.

1 (2
.

1 )
。 二。

的鞍点连线网中的所有异宿轨道对应的稳定流形和不稳定流形在小扰

动下都发生了横截相交
.

满足上述结论2
.

1条件的随机网定义为完全随机网
.

这样(2
.

1)
。

的随机 网 是一个完全随

机网
.

为了研究完全随机网的结构
,

我们简单地介绍一下横截环理论
.

定义 2
.

1 〔
5 ’

M 是一个微分流形
,
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,
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则称f具有横截”一环
.

利用横截 n 一环概念
,

可以证明
.

定理2
.

1 〔5 ’ 如果f具有横截
n 一环

,

则了存在横截同宿点
,

即了具有 S m al e 马蹄意义下的浑沌
.

定理2
.
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“’ 如果P l ,

P
: ,

⋯P
。

构成f的一个横截”一环



完全与不完全的随机网

则有( l ) 才
“
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依据横截环理论
,

对于 完全随机网可以得到如下结论
:

结论 2
.

2 完全随机网有无穷多个 Sm al e 马蹄构成
,

在完全随机网上的运动是浑沌的
.

结论2
.

3 完全随机网中所有鞍点的不稳定流形的闭包相同
,

即存在一个由所 有 不稳定

流形构成的整体结构
.

现在
,

我们就能正确地理解为什么随机运动可以沿着整个完全随机网进行
.

三
、

不 完 全 随 机 网

考虑系统
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v) 相平面上
,

存在有可列个奇点
,

它们为

双曲 点〔2 (Zm + l)二 /甲万
,
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,

(4二二 /斌 3
,
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当H
。

(
“ , v

) = 4时
,

由异宿轨道形成一个鞍点连线网
,

在每一个网格内存在一族周期轨道
.

图

2给出了(3
.

1)一
。

的鞍点连线网
.
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以 A B
、

A F
、

F E 为例
,

鞍点连线网中的异宿轨道的表达式为
·
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.

的式所代表的异宿轨道仍是 (3
.

1)
。

的解
,

即在小扰动的作用下
,

(3
,

6) 所代表的

异宿轨道不发生破裂
.

对于其它两 类异宿轨道
,

由于对称性
,

我们 只 要 讨论图 2 中的A B 和

F E
.

计算A B 和F E 的M e lni k o v 函数得到

M二(。
。 ,

一卜
2、 3 二。 ·

⋯“

(厂飞
一
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,

M 二和M 二有简单零点
,

鲡AB 和““的稳定流形和 不稳定 流 形 必定

横截相交
.

这样
一

l

,j’以断定在小扰动作用下
,

除 了位于
v ~ (Zh 十 1)二

,

k = 0
,

士1
,

士2
,

⋯ 上的

异宿轨道
,

所有异宿轨道所代表的稳定流形和 不稳定流形必然横截相交
.

根据上述结果
,

我们可以看到 (3
.

1)一
。

的鞍点连线网在小扰动作用下所形成的 随机网是

完全不同于完全随机网
.

在现在随机网中存在大量没有破裂的异宿轨道
,

它们把网分割成一

些不同的子网
.

在子网内部的每一条异宿轨道的稳定流形和不稳定流形是横截相交的
.

我们

称这样的随机网为不完全随机网
.

圈 3 组化的橄旅 2环 圈 4 定理3
.

1示众圈

为了研究不完全随机网上运动
,

我们引入 了新的概念和有关结果
.

定义3
.
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,
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同时存在
,

称f具有一个退化的横截
n 环

.

图3是退化横截2环的示意图
.

定理3
.

1 如果了有退化横截
n
环

,

则f没有横截同宿点
.

证 由归纳法可知
,

我们只要证明退化横截 2环情况
.

下面用反证法加以 证明 (见图 4 )
.
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定理 3
.

2 在退化横截
n
环中所有发生横截相交的不稳定流形 (或者稳定流形)

,

最终都

收敛到退化部分
.

依据这些结果
,

我们可以清楚看到
,

每一个子网中运动都是孤立的
,

这 种运动不能扩散

到整个不完全随机网上 同时运动也不具有S m al e 马蹄意义下的浑沌
.

结论3
.

1 在不完全随机网中
,

每一个子网都是独立的
.

结论 3
.

2 每一个子网上的运动最终都收敛到没有破裂的异宿轨道上去
.

四
、

结 论

我们的工作说明了在小扰动作用下
,

由鞍点连线网所形成的随机网分成二种不同类型
,

一种为完全随机网
,

另一种为不完全随机网

于不同类型的随机网
,

它 的结构是不相同的

不 同扰动 方式可能导至不同形式的随机网
.

对

在完全随机网上的运动是随机的而且能扩散到

整个网上
; 而在不完全随机网上的运动只能限于一个子网中且不是浑沌性质的

.
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