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.
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摘 要

本文构造了力学系统相对运动的 L ag r a n ge 函数
,

建立了非线性非完整非有势系统 相 对于

非惯性系的 Jo ur d ai n 型变分原理
,

提出并证明了这类力学系统相对于非惯性系的广义 NOe t he :

定理
,

研究了其守恒量
.

关. 佣 非惯性参考系 非完整约束 动力学守恒律 N oe th e r 定理

一
、

引 言

物理系统的守恒律与其内在的对称性密切相关
.

19 1 8年
,

N oe th o r 揭示了这种关系
【” ,

极大地推动 了理论物理学和近代力学 的 发 展“
,
”

.

近二十年来
,

C on d ot tit
‘, 、 D j住ki

。, ”
、

V u j
a n o v ie ‘已

, , ’、 李子平
‘“ , 9 ’
和刘端“ 。’相继对 N o e th e r

定理做了多方面的推广
.

但是
,

人们

仅在惯性参考系中研究了 N o e t h e r
定理

.

本文在速度空间中建立非完整非有势系统相对于非惯性参考 系 的 JO盯 d ai n 型 变分原

理
,

提出并证 明非线性非完整非有势系统相对于非惯性参考系的广义 N o e th e r
定理

,

并给

出一系列推论和一个例子
.

二
、

非完整非有势系统相对于非惯性系的Jo u rd ai n 原理

考虑 ”个质点构成的力学系统相对于某非惯性参考系的运动
.

非惯性系与大质量的物体

固连在一起
,

其相对于某惯性坐标系的平动加速度 a 。
、

角逮度。及角加速度山都是时间 t的已

知函数
,

与诸质点的运动无关
.

第‘个质点的质量为。
, ,

相对于非惯性系坐标原点的位矢 r ;
,

所受主动力F
‘、

约束反力R ‘
,

牵连惯性力和科里奥利力

F
。‘二 一 m ‘〔a

。+ 山 只 r : + 。 X (o x r ; )〕

F
。‘~ 一 2优 . o X 户;

在速度空间中
,

引入 Jo 盯d ai n 意义的变分 d : ,

有

汪家诛推荐
.



吕6 4
罗 绍 凯

占: t= 0
,

占, r : = 0 ,

d , 户:笋。
,
d :尸: 祷 。

,

⋯

如果加在系统上的约束反力的相对元功率之和为零
,

即

月

名 R ‘
·

氏户: 二 o

‘一 l

则在非惯性系中 Jo 盯 d ai n 型变分原理可 以写为

(2
.

】)

;
,

乙 (F
‘+ F

。‘+ F
。‘一。‘尸l)

·

乙‘户】== o

日分别是第 ‘个质点的相对速度 和相对加速度
.-

尸
.

若系统具有
:
个自由度

,

其位形用非惯性系的广义坐标 qa .( a 二 l
, 2 ,

⋯
, ;

) 表示
,

相对

r ;二 r ;(g
a , , t)

,

相对速度为

中矢其位

‘;一

户念如
十

夸
则有

‘ ,

a 么r

石只而荡孙
空, , + 乙

O 一 二

aZ r ;
a q 。 , 口t )

“‘
。 ,
+

户瓮
‘。二了

‘
、

一一
.卜万.

d

考虑到 Jo 盯d ai n 变分的意义
,

上 式变为

占
, 户卜 乙

口 . 1

日r !
”。,

二
“ , 。

。 ,

(2
.

2 )

把(2
.

2 )代入(2
.

1 )
,

得

”

石【(
F‘+ F一 牛「一”

石毓
一’‘护’

a r二 甲
一

旦弓1
岔 口q . ,

J

·

己,空
口 ,

二 o
(2

.

3 )
二

设系统受有g 个一阶非线性非完整理想约束

中一(t
, q 。 , ,

全
。 ,

)~ 0 (p = 1
,
2

,

⋯
, g , a = 1

,
2

,

⋯
, s ) (2

.

4 )

则有
‘” ’

匀

户言戮
‘

!

“
“ ’
一”

(2
.

5 )

把作用在系统上的主动力分为有势和非有势力两部分
,

即

侣

E F‘
· 旦丝 ~ _

a q 。 ,

8 犷

a q . ,

+ Q
。

(t
, q 。 , ,

空
。 ,

)
‘一 1

其中犷是系统的势能
,

Q
。

为非有势广义力
.

引入广义迥转惯性力
月

必 = 一 E (山 x m ‘r

:).
‘一 1

口r {

a q 。 ,

广义陀螺力

口 帕

厂
。

二 一 艺 习 2二 , 山
·

声一 1 有一 1
(乳;

, X

乳;
,

)
“,

·
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均匀力场势能

犷o二M a 。
·

以及惯性离心势能

日r丢
日q 。 ,

0
·

10
·

。
1一2

一一一
.犷

其中 M 是系统的总质量
, r
丢是质心C的相对位矢

,

I
。

是系统对于非惯性系原 点O的惯量张量
.

利用如下关系式

尸。一a
了�qa一日

一一
电全一

_

处
_

;
_ _
d ar :

日口a ,
a空

。 , ’

d t a g
a r

并考虑到 ( 2
.

5 )式
,

由( 2
.

3) 得

aT
, .

a T
,

一

—
十 ~

一
d q a , d q o r

a

日q 。 , (犷十厂
”十厂

.

)

+ Q
。 + Q萝+ 厂

。
+ 乙 几-

票」
‘!“

。

一。
( 2

.

6 )

其中

乙 m ‘矛}
·

户:

为系统相对运动的动能
,

朴为 L a g r a n g e
待定乘子

.

( 2
.

6 )式即为非完整 非有势系统相对于

非惯性系在广义坐标下的 Jo 盯 d ai n 原理
.

用L ,

表示力学系统相对运动的 L ag ra n ge 函数

L ,

~ T ,
一犷 一犷

“
一厂

。

利 用aL ,

/ a空
。 ,

二a T
r

/ a空
。 , ,

则 ( 2
.

6 )式可写为

+ Q
。 + Q分+ r 。 + E 几,

言毙)
“!“

。

一 。
( 2

.

7 )岛qa.aa共 1 d aL
, .

)
.

1 一
一

‘ _

一二
丁

一

十
奋二 \ d t 口q

o r

三
、

Jo u rd ai n 型的非等时变分和无穷小变换

等时变分为是在次 = 。清形下广义坐标 q的无穷小增最

互(云) 一 g ( t ) + d口
,
不= t

在△t时间间隔内
,

女( t )的无穷小增里为

q ( t + △t ) ~ 口( t ) + 空△才

把( 3
.

1) 代入上式
,

并定义非等时变分△q = 贾( t十△O 一 q ( t )
,

则有

△口~ 占口+ 女△i

( 3
.

2 )式对任意的标量
、

矢量和张量均成立
,

故有

△女= 占空十 q△t

对 ( 3
.

2 )式求导
,

并利用 H 6 1d e r
定义d空

。
二 d (占q

。

) / d t及 ( 3
.

3 )式
,

可得

△空= (△g )一空(△t )
’

即△与d / d t具有不可交换性
。

( 3
.

1 )

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

( 3
.

4 )
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定义 Jo 认 rd a in 型的非等时变分△
: 空

,

(△
, g )

.

和(△
; t )

‘ ,

它们 满足

△: I= 0
,
△i口= 0

利用该条件及(3
.

3 )和 (3
.

4 )
,

我们得

A
l

空二d
,

q (3
.

5 )

(△
, 口)

’

二 d
,

夕+ 空(△
; t)

’

(3
.

6 )

△
:

空二(△
1口)

’

一空(A
; t ) (5

.

7 )

四
、

非完整非有势系统相对于非惯性系的广义守恒律

我们引进
: 十 1个对应于无穷小变换(△

:如
,

)
. ,

(△
: t)

’

的空间生成函数F 宝(t
,
q
。 , ,

空
。 ,

)和 时

间生成函数f
,

(t
, 口。

, ,

空
。 ,

)
,

则

(△
: g )

’

= e F 全(t
, g 。 , ,

空
。 ,

)

(△
; t )

’

二 e
f

:

(t
, g 。 , ,

空
。 ,

)

据 (3
.

5 )~ (3
.

7)
,

得

‘a 一’
, 2 ,

一
,
} (4

.

1)

d
,

空
口 ,

= 。〔F 全(t
, g 。 , ,

空
口 ,

)一空
。 ,

f
:
(t

, g 。 , ,

空
。 ,

)〕

由(4
.

2 )和 (2
.

5 )式知
,

生成函数必须满足

(4
.

2 )

价枷
_

‘F :

‘

拭 a空
a , 、

一空
。 ,

j
,

)二 0 (4
.

3 )

把(4
.

2 )代入(2
.

7 )
,

并整理得

。

{E (0
。 + Q分+ r

。

)(F :

已 一 1

一。二卜户篆
“ : 十

户篆
, :

一

(鲁
十

户瓮
。二 十

户篆
“一

),l+ 丝
:

_

f
.

口考一

一

户篆
。

。 ·

‘
【一

傲户瓮
(F , 一 , 二j

‘
,」}二 O (4

.

4 )
梦

(‘
.

4 )加上并减去一个规范函数
。P(t

, g 。 , ,

空
。 ,

)
,

并用到

些临
·

艺a-ld L
,

_

d l

aL
,

石
, aL

,

一 ‘二
-

十 少
,
凡

‘

一
口 , ‘二 o q 。 -

右
。 , + 女

。 ,

则有

。

{习 (Q
。 + 0 奎+ r

。

)(F 卜。。 ,

j
:
)+ 艺

日L
,

户r
O 一 1 O 一 1

镖
“ : 十

户口空
。 ,

+

(
L一
鑫瓷

。
。 ·

)‘
1 +

鲁
‘

1 一户(‘
, “一‘二 ,

哄象
“ : 十

卜
一

户渤
一

)f
立一 p (‘

, 。二
,

。
。·

, ]}
一 “

(4
.

5 )
d一dt

一



非完整非有势系统相对于非惯性系的广义 N oe t h e r 定理

从(4
.

5 )和(4
.

3)
,

我们可 以证明如下的定理
.

定理 1 如果生成函数F r
,

丸和规范函数尸满足

[ F r(f
, q 。 , ,

空
。 ,

)一空
。 ,

f
:
(t

, q 。 , ,

女
。 ,

)〕二 o (p 二 l
,
2

,

⋯
,
g ) (4

.

6 )

.一

:
,日O

卖篆
“ : 十

户篆
‘: 十

伪
一

户篆
如

,

)ll
十

鲁
‘

!

+ 艺 (Q
。
+ Q分+ r

。

)(尸卜空
。 ,

f
:
)一户(t

, 。。 , ,

女
。 ,

)= o

则非性线非完整非有势系统相对于非惯性参考系的运动存在守恒量

(4
.

7 )

户象
F : 十

(
L一
户慕

‘二

)‘
1 一p ‘, , g一“二

= e o n s t二 c (4
,

g )

这便是非惯性参考系中的广义 N oe th e r
定理

.

我们把(4
.

6 )和(‘
.

7)称为非惯 性系的广

义 N o e t h e r
等式

.

对于一般的非完整非有势系统相对于非惯性系的运动
,

可以通过 寻找广

义 N o et h e r
等式的

: 十 2个函数F 了
,

了
:

和尸
,

得到守恒量
.

非惯性系的 N oe th e r
等式是 g 十 l个方程

,

其数目小于
: 十 2

,

故F 贾
,

f
: 和尸不是唯一

的
.

我们可 以适当选择F 之
,

f
、,

尸
,

得到不同的守恒量
.

非完整 约束方程(2
.

4 )不改变 N o e th e r 等式(4
.

7 )的形式
,

但却限制了F 贾
,

了
:和尸的选

择范围
,

F 了
,

f
: ,

尸必须同时满足非惯性系中的广义 N oe t h e r
等式(4

.

6) 和(4
.

7 )
.

五
、

讨 论

我们得到的守恒律更具广泛的意义
.

5
.

1 非愤性系中的经典守恒 ,

( 1 ) 若取F 宝= o
,

j
,二 l

,

P二 o
,

则非惯性系的广义 N o e th e r 等式(4
.

6 )
,

(4
.

7 ) 退

化为

户票
“一

“ ‘p 一‘
, 2 , ”

‘
, “’

(5
.

1 )

aL
-

日t
一 艺 (Q

。 + Q舍+ r
。

)空
。 ,

= o
(5

.

2 )

为非惯性系的守恒律(4
.

5) 退化为

舌 aL
, .

六琢
,

,

一
二 ,

一。 (5
.

3 )

显然
,

如果满足

云努
。
。 ,

一枷
,

(, 一 l
,
2

,

⋯
, 。)

一 1 , 竺口 f



乙 (Q
。 + Q含+ r

。

)。
。 ,

二。
,

呀
= 。

。 一 x 口弓

其中k为齐次性阶指数
,

则存在守恒量 (5
.

3 )
.

这 即是非完整系统在非惯性系中的广义能量积

分
。

(2 ) 若有Q
。 + Q噜+ 厂

。
“ 0

,

选取F I== 1
,

F ;二 o (j) 1 )
,

f
: 一。

,

P = o ,

则 (4
.

6 ) 和

(’. 7 )退化为
- - -

黔
一 o (p 一 ‘

, 2 , ”
’

, “,
(5

.

4 )

口L
,

aq , , (5
.

5 )

(4
.

8 )化为

(5
.

6)一一
L.好a口

这 便是非完整系统在非惯性系中对应于循环坐标q : ,

的广义动量守恒量
.

5
.

2 特殊情形

对于完整系
,

恒有口甲刁a如
,

二 o ,

非惯性系的广义 N oe th。r 等式 (4
.

6 )和 (4
.

7 )退化为

(4
.

7 )
,

本文的定理化为完整非有势系统相对于非惯性系配 N o e th e r
定理

.

如果。 = 必 = o ,

则 犷
。
= O誉二厂

。
二 o ,

L
,

二 T
,

一厂 一厂
, ,

本文定理退化为非完整非有势

系统相对于平动非惯性系的 N oe th e r
定理

.

如果非惯性系绕固定点转动
,

则犷
。
= o ,

L
,

” T
, 一 F 一厂

。 ,

本文定理化为非完整非有势

系统相对于定 点转动参考系的 N oe th e r
定理

.

如果 a 。
一 O

,

山一 O
,

则犷
。
= Q嗯~ o

、

L
,

= T
,

一犷 一犷气 本文定理化为非完整非有势系统

相对于匀连转动参考系的 N oe t h e r
定理

.

对于惯性参考系
,

有

a o

~ 0 = 自 = 0
,

犷
。
二犷

.
二 Q誉= 厂

。

= O
, r ;一 r , ,

qa
,

= q 。 ,
T

,

二 T
,

L
,
= T 一厂~ L

则 (2
.

1)
、

(2
.

3 )
、

(2
.

6 )
、

(2
.

7 )均化为惯性系的 Jo u r d a in 型变分 原 理
,

而 本 文 的 广 义

N oe th e r
定理化为非线性非完整非有势系统相对于惯性系的 N oe th e r

定理
,

得到文献〔1 0〕

的结果
.

对于线性非完整系统
、

完整非保守系统或完整保守系统
,

则又依次 分 别 化 为文献

[ 8〕
、

文献〔5
, 6 , 7 」和文献 [ 1〕的惯性系结果

.

以往的 N o et her 定理均可作为本文定理的推论
.

令

欠卜盛厂目百担-J
.

毛六
、

例 子

参考系的载体以匀角速度。绕固定轴转动
,

系统为一质量为。的质点在 N e w to n
力场中

运动
,

其运动受有速度大小为常数的非线性非完整约束
.

选取引力中心O为坐标系的原点
,

O : 轴为参考系的转轴
,

用 i
、

i
、

k 表示坐标的单位矢

最
,

则有。二 。k
、

犷。= 厂
。
= Q啥= o ,

而
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m M护

r

:

一奋
m (X

: + 。“, 。
‘

故

1
乙f

=
’

万切L犷十夕
‘

十 之“

, 十
‘

fn M ,
t

l _
, _ : : .

: 、 _ 、 :

一 ;二一 一 了下
‘“气人 丫 y j山

r ‘

其中M v是常数
,

约束方程为

切== 忿要+. 夕, + 才2 一 c 名= o

取q ; ,

= x
,

吼
,

二y ,

如
,

二 z ,

则有

l
_

_
, 二 : , 二 , . 二 : 、 .

m M ?
,

l _
,

_ _
, . _

_

, 、
_ _

,

‘f

~ 万 Trl 、“ ‘’宁 “” 卞 “” 少卞万飞i雨石抓不百i万卞万价
、弄

一

个 “
一
’一

甲= 空空
, + 女;

, + 空至
,

一c z

= 0

广义陀螺力

厂
.

二 一 云
2。山

·

(斋
; X

歌)
“
一

Zm 。,

r ,

一户
Zm

了

”
·

(悬
·

歇卜一
2。。 ,

r

一户
Zm “

(歇
·

歇)
。一

”

其中 r , = x i+ 夕j+
z k二 q : ,

i+ g :刁+ 口: ,

k
.

若取F 宝= o
,

f
:
= 1

,

尸== o ,

则满足(4
.

6 )和(4
.

7 )式
,

有

子 a甲 ‘

台 百女石, “ ,

=
‘w ~ ”

E 厂
。

空
。

一 o

故存在守恒量

咨 。L
, .

台而石
叮‘ r

一场 = “

目口

l _ , ‘ : , ‘ : . ‘: 、 m M 夕
.

1
_

_ , _ _
,

. _

, 、 _
, 。

万
‘“、‘ , , , ‘ 户一万反玉不乎不7 个万

一

仍、万
一

十 ,
一

少Q,
一

, 乙
’
= c ” n s‘

这便是此非惯性系问题 中的能量积分
.

感谢汪家珠教授的热情帮助
.
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Abstr a c t
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