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摘

本文讨论映H a us d o rf f拓扑线性空间到 R ie s z

不等式的绝对形式和相对形式
.

关扭询 有限闭集 K K M映射 R ie s z 空间

要

空间〔6 〕的算子变分问题
.

给出半序空 间上变分

G w in n e r 定理

一 引 言
、 , 声 . 卜 ~门

, .

一般地变分不等式是讨论一元或二元泛函
〔’‘“’,

现在开始讨论映线性空间到半序线性空

间的算子
‘3 一 “’.

本文讨论映H a
此d or ff 拓扑线性空间到Ri

e s z空间
【。’的算子变 分 问 题

.

由于

在半序线性空间上
, “

>
”

不能说就是
“

稼
”“’,

所以半 序空间上 的不等式有绝对不等式和相对

不等式两种形式
。

一
_

抽 讨 形 才
一

、
侧r l. ~ 口 ,

’

J , ‘产 . 尸 M

定理 , 设E 为H a
二d or ff 拓扑线性空间

,
E ,
为(口)一备的Ri

e sz 空间
,

X 为E 的闭凸集
.

若

f
:

X ”E :
和 必X x X , E :

均为(0) 一有界
,

即 3 “, 。〔E 使对任意 x , g 〔X

。
《f(戈)

,

甲(x , y )《
。
和 甲(戈

, 二)) 8
,

并且满足

( i ) v 二〔X
,

{, 〔X :
f。 )+ 甲(二

, 夕)》, , 。〔E : }为凸集 (2
.

1)

(ii ) 3 紧集K C E 及与〔X n K 使

f(x )气中(二
, 二。)+ f(二

。
) ( V 二〔尤\K ) (2

.

2 )
‘

(iii ) 对任一有限维子空间F C= E
,

v , 〔X
,

j( 二 )一帆x ,

妇关 于 二〔X n F 为(0) 一下半

连续
【“’,

即 V g〔X
,

若 f(
二
)一中(% , 夕)为(0卜有 界且玉x

。

}C D == X n F
, 二 ,

, 戈则

f(x )一 甲(二
, “)( (o )一 lim 〔f(二

。

)一 甲(二
. , g )〕 ( V 夕〔X ) (2

.

3 )
. 一》。O

(i
v
) 当{二

,

}C= X 门K (二
.

” x 〔D )
,

张石生推荐
.
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f(二
。

)簇华(二
。 , 夕)十 f(夕) ( V 夕〔D ) (2

.

4 )

时
,

有 f(二 )簇甲(二
一夕)+ j(, ) (V 夕〔D ) (2

.

5 )

则变分不等式

甲(x , 夕)》f(二 )一 f(夕) (2
.

6 )

有解瑟〔X nK

证 对任一夕〔X
,

令

G (, )二王二( X
:

j(, )十 切(二
, 夕)) f (x )} (2

.

7 )

(
a
) G

:

X ” 2 刀为K K M 映射
:

若不然
,

则存 在 有限 子 集 切
: , 夕: ,

⋯
, 夕.

}〔X 使 凸包

e o {夕
; , 夕: ,

⋯
, 夕。

}含 U厂(
, ‘

)
·

故存在 歹〔
c o {“

‘, ““ , ”
’

, “· 歹= 艺志功
,

儿) o ,

艺 兄‘= 1 使

歹在U G (夕
‘
)

.

,2,...

从而歹乙G (夕
‘
) (i = 1

,

2
,

⋯

f(夕
‘
) + 甲(歹

,

夕‘)》f(歹)

, 。
)且

,

(2
.

8 )

由(2
.

1 )知 日 = {夕〔X 了(夕) + 切(歹
,

, )》f(夕)}为凸集
.

, n
)

于是 由(2
.

5) 有

夕~ 乙灰功〔日 即 f(夕)十 切(歹J )淤j(夕)
.

从而有帆歹
,

歹)》
‘

0
,

这与假设条 件叫二
,
x )) 0 (v 二〔X )矛盾

.

故G 为K K M 映射
。

( b ) 〕x0 〔X 使 G (二
。

) 紧
:

若X 紧
,

则 由(2
.

7 )知
,

G (二
。

)C X 且 G (义
。

)紧
; 若 X 非

紧
,

由(11) 知
,

存在紧集K C E 及殉〔X n K 使(2
.

幻成 立
.

从而

X \K 布G (x
。

)C X
,

所以 G (二
。

)C X n K C K
.

故 G (二
。
)紧

.

(
。
) 对每一刀〔X

,

G (妇为有 限闭集
:

设F 为E 的任一有限维子空间
,

{x
”

}C G (夕) n F

且劣
。

、 x (当
, 、 oo )

.

因 众〔G (, )仁X
,

X 闭
,

所 以 x 〔X
.

下 证 “〔G (夕)
.

因 ‘〔G (, )
,

则

j(, )+ 甲(x 。 ,

夕)) f(x ,

)
.

由于f(二
。

)一甲(二
: ,

g )为(o )一有界
,

故由(111)有

f(x )一 甲(x , , )簇(o )一 lim 〔f(x 。

)一 甲(二
。 , g )〕簇f(夕)

,

” - 枷以。

所以x 〔G (y )
.

又因介〔F
,

显然二〔F
.

故 二〔G (刃 门F C F
.

(d ) 对含 二。的D ~ X n F 均有(
二

见“(”) )n D 一
(月F(。, )门

刀
:

只需证 当

笼二
。

}c= 门G (夕)且 x 。

, x 〔D 时
,

正门G (夕)
.

犷〔D 夕任 D

因二
。
〔D

,

所以 门G (夕)C= G (二
。
)C X

,

由 ( b ) 知
沙〔D

G (x
。

)二K
,

所以王二
。

}〔 门G (夕)〔G (x
。

)C X 自
‘

K
,

又因对每一夕(D 均有 {二
,

}C= G (y )即(2
.

4 )
口任 D

成立
.

从而 由(2
.

4 )知 (2
.

5 )成立
,

即 v v〔D 有x 〔G (夕)
.

故 x 〔几G 伪 )
.

岁七 D

(
e
) 上面已证明G 满足G W ‘n ”er 定理

〔”的条件
·

故 “’气萝(“), 即 有 了(幻

D贝D《f(g )+ 切(另
, 夕)

.

推论 1 设E
,

X
,

E ; ,

f
, 甲满足定理1的条件且条件 (

(2
.

6 )在X 中有解
.

证 在定理 l中取K ~ X
,

则易知结论成立
.

V y〔X

Q
.

E
.

) (111) (i
v
) 成 立

.

若X 紧
,

Q E

推论2 设E
,

X
,

E , ,

f
, 甲满足定理 l的条件且条件 (i) (ii )成立

,

若还满足

(ii i)
‘

v y〔X
,

j( 劝 一甲(二
, 夕)关于 x 〔X 为(0卜下半连续

.

则(2
.

6 )在X n K 中有 解
。
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证 定理 1中的(iii )显然满足
.

下证 (iv )亦 满 足
.

丫g 〔D
,

王x
,

}C X n K
, 二 ,

、正D

因(2
.

4 )冷今了(, ,

)一 甲(二
。 , 夕)( f(夕) (v v〔D )

.

从而由(111)有

f(, )一 甲(x , 夕)( (o )一 lim 〔f(x .

)一甲(二
。 , g )] ( f(夕) (丫y〔D )

.

招 ~ 争 ‘心

故定理 l的条件(iv) 满足
.

Q
.

E
.

D
.

由推论 1 与推论 2 的证明有

定理2 设E
,

E , ,

f
,

甲同定理 l
,

但X 为E 中的紧凸集
.

若还满足

( i ) V x 〔X
,

{夕〔万
:

f勿)+ 甲(二
, 夕)淤

.u , 。〔E ; }为凸集
;

(ii ) v 夕〔X
, 一

f(劝一甲(x , 梦)关于x 〔X 为(0)
一下半连续

.

则(2
.

6 )有 解 , 〔尤
.

当f三口时
, 一

厂面定理与定 理2等价
.

定理3 (推广的F a n k y极大极小不等式) 设E 为 H a
二d or ff 拓扑线性空间

,

E :
为(a )-

备的R io sz 空间
,

X C E 为紧凸集
.

若卯 X x X , E , 满足

( i ) v 夕〔X
, 切(二

, y)关于二〔尤为(O卜下半连续 ,

(11) V 二〔X
,

{夕〔X , (x , y)戈
。 , u〔E : }为凸集

.

则存在x0 〔X 使

黔诚
“ 。, “)一奥梦黔帆 ‘ , “)仑纱诚

‘ , ‘ ).

证 首先证诚幻 = s往p帆 x ,

妇下半连续
.

任取恋〔X
,

由定 义
,

V 。
> 0 , 。〔E

,

3 夕〔X 使

武幻一 。
《甲(工

,
歹)

.

取介、毖
.

因

甲(x 。 ,
夕)簇

s二p 甲(,
。 , 夕)= 价(二

。

)
,

夕任 X

于上 式两端对 n
取下极限并注意(i )

,

则有

功(至)一
。
《甲(至

,

歹)( (o )一 1呈m 甲(二
。 ,

夕)= (o )一 lim 价(二
。

)
.

蕊向 ) ‘二减乃

由 e 的任意性
,

所以有功(至)簇li m 必(戈
”

)
.

其次
,

证武 x )在X 上达到下确界
.

因E
:

为(a 卜备
,

所以 3 m 〔E
:

使

m 一l吐辫诚
‘ , “)一籍笋

“ ),

从而 刁、二
。

}。x 与。。二 , 使 , (x 。

)、。 +

告
。 ,

一 l
, 2 ,

,

⋯ 又因 X 紧
,

所 以 刁、x
·、}二、x

。

}使

x ”、” x 。〔X 且 m 簇功(二
。。
)《。 +

所以 m = (o )一 li m 奴二”*
)

.

又由诚 二 )的下半连续性
,

有

今一》 C心

二《功(x 。)《(0 )一 lim 砂(戈
。、
)= m

.

故二 = 功(x 。

)
.

第三
,

证定理2冷定理3
.

令

劝(x , 夕)=
so p甲(x , x )一 甲(x , , )

,

则 V 泛X
,

诚二 , x )》0且



颜 心

(o )一 lim 〔一叻(二
。 , 夕)〕二 一

s
住P
七 X

力 李 秉 友

甲(x
, 二 )+ (0 )一 lim 〔+ 甲(x , , 夕)〕

拐 一卜。O

) 一 s“p 甲(二
, 二 ) + 甲(二

, v )= 一沪(二
, v )

,

{夕( X 呻(二
, 夕)二

s o p 沪戈二
, 二 )一 甲(二

, 夕)淤
,

S u P甲(二
, 二 )一

u }为凸集
,

从而砂满足定理2的假 设条件
.

所 以 刁º〔X 使价( 厉
, , )》口 即 切(至

,

妇簇 su p 中( x
, x )

.

从而

s
叩诚 牙 ,

妇簇
s
叩试 二 ,

劝
.

田 于X 紧且 s ‘p 甲( x 刀 )关于 x〔X 下半连续
,

故 日x0 ( X 使

s o p 甲( x
。 , 夕) = i n f

U 七 X

s o p 甲( x
, 夕)簇 s o p 切(牙

, 夕)簇 s二p 甲( 二
, x )

.

‘ 〔X 即〔 X

第四
,

证定理 3冷定理 2 .

令 双羌
,

夕) ~ 一 切( 二
,

妇
,

田定理 2的条件知
, V 二〔X , 甲( 二

,

习

> 0
.

所以诚 二 , x )簇 0
.

令 x 。

、城当
n 、。 )

,

则有

( o )一 li m 砂( x
。 , y ) = ( o ) 一 li m 卜

甲( 二
, , g )〕》 一切( 二

, 夕) = 砂( 二
, 夕)

,

{夕〔X :
叻( 二

, 刀) = 一 卯( x
, 刀)戈 一 。 ,

从而双 二 , 夕)满足定理3的 条件
,

所以 3

u〔E J }为凸集
.

至〔X 使s 往p
夕C X

功( 牙
, g ) ( s o p沪( x

, x ) ,

故p ( 至
, 夕) ( 8 ( V 刀〔X )

.

即甲( 愿刃 )》0( V 刀〔X )
.

亦即当f = 0时甲( 工
, g )》f ( 至 )一 f (夕)

.

Q
.

E
.

D
.

三
、

相 对 形 式

定理 4 设E
,

E ; ,

X
,

f
,

切同定理 1
,

但诚 x , x )布0
, V 二〔X

,

还满足

( i ) {夕〔X :

f( , ) + 甲( 二
, 夕)< 。, V 二( X

, u 〔E l }为凸集 ( 3
.

1 )

( ii ) 3紧集K 仁E 及x0 ( X n K
,

使

甲( x
, x 。

) + f( x
。

)< f ( 二 ) ( V x 〔X \K ) ( 3
.

2 )

( iii )设F 为E 的有限维子空 间
, V 夕〔X

,

j( x )一城 二 , , ) 关 于 x 〔D = X 门F 为( o卜下半

连续 ,

( i v ) 当{x 。 }c X 门K
, 二”

。正D
,

且

甲(二
。 , 夕) + f ( , )稼f ( 二

。

) ( V 夕〔D ) ( 3
.

5 )

时
,

有 中( x
, g ) + f (夕)嵘f ( x ) ( V 夕〔D ) ( 3

.

‘)

则 V 夕〔尤
,

变分不等式

有解牙〔尤 门K
.

中( x
, 夕)布f ( x )一 f (夕) ( 3

.

5 )

证 对g 〔X ,

令G 。 ) = {x 〔卯
:

f。 ) + 甲( 二
, , )稼f ( x ) }

.

( a ) G 为K K M映射 :
若不然

,

则 3 {夕1 , 夕: ,

⋯
,

, , }〔 X 使 e o {g ; , g : ,

⋯
, 夕。 }布 U G ( y . )

.

所以 日夕〔e o {v , , 夕: ,

⋯
, 刀。 } ,

歹二乙 久心‘,

几
‘

》 0 ,

乙几
‘= l使歹〔 U G (夕‘)

.

从而 歹乙G 。
。)

(‘= 1 , 2 ,

⋯
, n )

,

f (夕。) + 切(夕
, 夕, ) < f ( 夕)

.

由( ) 知 口= 凌夕〔尤
:

f ( , ) + 中(夕沼 )< f (歹) } 为凸

集
.

故歹= 习击协〔口
,

从而f (夕)十 城歹
,

妇< f( 妇
,

于是城歹
,

妇< 0
.

这与定理的 假设矛盾
.

‘一 1

故G 为K K M映射
.

( b) 3 x0 ( X 使 召阮 )紧
:
若X 紧 ,

因‘( x0 )c= X
,

所以吞〔王
。

) 紧 ; 若X 非 紧
,

由(i i )
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知
,

3 紧集K 及与〔X n K 使(3
.

2 )成立
,

从而 X \K 浑G (二
。
)C= X

,

所以 G (戈。)C= X n K C= K
,

故 G (x 。

)紧
.

(
C
) 对每一夕〔X

,

G (妇为有限闭集
:

设 F 为 E 的有限维子空间
,

王x
。

}〔G (夕) n F
,

x 。

”戈(当
n” co )

.

因 x 。
〔G (g )

,

则 f(夕) + 甲(x , , 夕)布f(x ,

)
.

由(111)有

f(x )一 卯(x , 夕)( lim 〔f (二
。

)一 甲(x 。 , 夕)」争f(夕)
,

月 一知访乃

所以 f(x )一 甲(二
,

夕)争f(夕)
,

v 夕〔X
.

故 x 〔G (夕)
,

从而二〔G (, )门F
.

‘d , 对含殉的”一
Xn

尸
,

均有
(忑师)--

一

)门
刀一

(
,

沪
, ,
)
门”

:

设‘幼气卿
, ,

,

‘·

”‘〔D
·

因‘。( D
,

所气几G (”)二G (x 。

)〔X
·

「白(”)知
,

G (x 。
)C K

,

所 以 (x ·

)气期(y )

c G (x 。

)c X nK
.

又因对每一夕〔刀
,

均有 {x
。

}c G (y )
,

即 (3
.

3) 成立
.

由 (iv )知 (3
.

刃

成立
·

所以对每一y
印有

x〔G( ”)
,

即“

气驴(“).

( e ) 现已证 得G 满足 G w in ne
r
定理的条件

,

f(至)争f(夕) + 甲(至
, y)

.

所以存 在 矛〔n G (, )
.

即对每一 , 〔X 均有

又因与〔X
,

‘(气 )C X n K
,

所以毖〔n ‘(夕)C= G (肠)C= X n K
.

Q
.

E
.

D
.

梦〔 X

定理5 设E
,

E
, ,

f
,

甲同定理4 ,

但X 为 E 中的紧凸集
.

并且还满足
:

( i ) V 二〔X
,

{夕〔X
:

f(, ) + 切(x , , )<
u , u〔E

;

}为凸集
;

(ii) V , 〔X
,

f( x) 一切(x , 夕)关于 x 为(0) 一下半连续
.

则 (3
.

5 ) 有解云〔万
.

证 取K = X
,

则知定理4的(ii )满足
.

显然定理 4的 (iii )满足
.

下证满足定理4的(iv )
.

设 V y〔D
,

笼肠 }C X 门K
, 二。

” x 〔D (当
n 、 oo )

.

因

(3
.

3 )。 f(夕)布f(x 。

)一 甲(x 。 , v )
,

所以 由(ii )有
f(x )一中(x , , )簇 lim 〔f(x .

)一 甲(二
。 , g )〕努f(v)

.

. 一卜 一。

即(3
.

4 )成立
.

从而由定理4知本定理成 立
.

Q
.

E
.

D
.

定理 6 设E 是H a
二d or “拓扑线性空间

,

E :
为(a 卜备的 Ri

e sz 空间
,

X C E 为紧凸集
.

若甲
:

尤 X X 令E
:

满足
:

( i ) V 夕〔X
,

甲(x , g )关于劣〔X 为(o卜下半连续 ,

(11) 丫劣( X
,

{y〔X 叩(二
, 夕)>

u , “〔E ; }为凸集
.

则 〕x0 〔X 使
so p 甲(二

。 , 夕)= m in s‘p 甲(二
, g )务

so p 甲(x , 二 )
.

沙(: X , 任 X 犷任 X 留〔 X

证 首 先令诚二 )=
so p 甲(二

, , )
.

同定理3的方法一样
,

可证 得 叔劝下 半 连 续 且 达到下
沙〔 X

确界
.

下证当f 一0时
,

定理5 。定理 6
.

(冷 )令功(, , ”卜具梦甲(
“

,
x )一切(‘

, ”)
,

则 V x

以
,

沪(x
,
x )布0

,

且

(”)性四⋯一劝(“一”)卜
一方缪甲(“

, ‘ )+ (”)一兰些+ 甲(“一“)〕
ft 一李 。 乃 协 - )

一

洲〕

> 一 s认p 甲(x , x )+ 甲(x , 夕)~ 一势(戈
, v)

,

笼正X: 试‘ , “)一辫诚
“ , ‘ )一诚 ‘ , ”)仑罗诚

‘ , “ )一
“}为凸集

·

从耐帆y )满足定理5的条件
,

所 以 刁’使袱’ , “)大 0, 即帆 ’ , “)争兴里诚
‘ , “ ),
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从而
s‘p 甲(￡

, , )冬
s o p 甲(二

, x )
.

由于X 紧且 s二 p甲(
二 , , )下半连续

,

故 刁x0 〔X 使
犷〔 X 口〔 X 夕〔 X

s u p 甲(二
。, , )=

少〔 X

即 s o p 中(x 。, 夕)=
甘七X

(令 )令沪(x , 夕)= 一甲(二
, , )

.

令 二 ,

, 城当” , oo )
,

于是

s u p 切(戈
, 夕)喊

su p 沪(至
, 夕)务

s u p 中(二
,
二 )

.

少‘工 甲‘ 1 . ‘X

su p 甲(二
, 夕)》

s u p 切(x , x )
.

f 任X
‘ 〔X

由定理 5 的条件
,

V 正X
,

诚 x , x )大e
,

所以诚二 , 劣 )务e
.

(o )一 lim 沪(二
。 , 夕)二 (o )一 lim 卜

甲(x . , g )〕李 一甲(x
, 夕)二叻(二

,
夕)

,

. 一于 汉
, 协 - ) 夕。

又 切〔X
:

双 x ,

妇 ~ 一诚 x ,

妇 > 一 u , 。〔E
l

}为凸集
.

从而 《 , ,

刃 满足定理 6的条件
.

所以

, 珑X 使 黔帆 ’, ”)吮罗(“
, “ ).

所以功(至刃)争0 (V 夕〔X )
,

即中(至刀 )稼0 (V 夕〔X )
.

Q
.

E
.

D
.

A u b in ,

J
.

P
.

In te r s e ie n e e

L a s s o n d e

s e a la t e d

M
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