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摘 要

本文基于弹性力学的通解
,

求解了半空间的热弹性问题
.

这种解法对于轴对称问题及半 平 面

问题特别有效
.

应用这种解法我们对几种典型的热弹性半空间问题进行了求解
.

关锐询 半空间 热弹性势 弹性通解 热弹性问题

一
、

引 言

考虑热效应的弹性力学边值问题本世纪以来引起 了 广 泛 的 注 意
.

早 在 三 十 年 代
,

G oo d:i e r ‘“’对不藕合的热弹性静力学问题进行了研究
,

他利用迭加原理
,

把由于热效应引起

的位移场用一个位移势函数表示出来
,

然后再求解相 应 的 弹 性 力 学 边 值 问 题
.

后 来
,

N o w a c ki ‘3 , ‘’
求解了半空间在瞬时热源作用时引起的热应力

,

刘先志在 〔5、 1们 中对半空间

弹性体受定常热源作用及弹性体内部有异质物体时引起的热应力问题分别进行了求解
.

它们

的方法均是从G o o di e r 的热弹性位移势出发
,

先求解热弹性势
,

然后再求解半空间的弹性力

学边值问题
.

但是
,

在求解弹性力学边值问题时
,

他们用的是积分变换方法
,

我们知道
,

用

这个方法的一个难点是要进行积分逆变换
,

而求逆变换往往要进行冗长的积分
,

有 时还不一

定能给 出积分的有限形式
.

本文同样是从 G o o d ier 的 热弹性势出发
,

不同的是在求解半空间的弹性力学边值问题

时
,

利用了弹性力学的通解
,

把问题化归为调和函数的半空间边值问题
,

从而避开 了用积分

变换方法求解时所要进行的积分运算
.

在下一节中我们首先一般地叙述我们的解法
,

然后在以后的几节 中
,

分别求解了如下几

个问题
:

(l) 半无限体内点型定常热源所引起的热应力
;

(2 ) 半无限体内部异质球体引起的

热应力
;
(3) 半无限空间内部定常线热源所引起的热应力

;
(4 ) 半无 限空间内部异质圆柱体

所引起的热应力
;

(5 ) 半无限空间内部异质矩形截面柱体所引起的热应力
.

对于以上每一个

问题
,

我们分别考虑了两种边界条件
:
半空间边界固定与边界自由

.

在文献〔5、 8〕中曾考虑

了上述(1)(4 )(5 )这 三个问题的 自由边界情形
.

文〔11〕考虑 了问题(2 )的自由边界情形
.

由以

下求解过程可以看 出本文所用的方法是求解半空间弹性边值问题的一个简捷而有效方法
.

丁浩江推荐
.
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二
、

热 弹 性 问 题 的 解

对于不 拙合的热弹性静力学问题
,

其无体力的位移平衡方程与定常 热 传 导 方 程 分 别

为
【‘,
” :

;
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v穿一众
。
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其中 u是位移场
,

T 是温度场
, v 是Poi sso n 比

, a 是热膨胀系数
,

诬
。

是热传导系数
,

O 是热

源强度
,

V 是H a m ilt o n
算子

,

V
Z
= V

·

V 是L a p la e e
算子

.

由于问题是热弹性不藕合的
,

可先由(2
.

2) 式求 出温度场T
.

这样
,

方程 (2
.

1) 可看作是

关于 u的非齐次方程
,

其解设为 u = u e + u ‘

(2
.

3)

其中 u ‘是由于 温度场T 所引起的位移的特解
,

而旷表示相应齐次方程的一般 解
,

即弹性通解
。

根据G o o d ie r 〔2 ,的方法
,

令
: u ‘

= V f (2
.

4 )

则 f满足如下方程
:
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,
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:
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本文所考虑的问题均是轴对称的或平面的
,

因而通解可以应用轴对称的与平面的 通 解
。

利用弹性力学的B o o s s in e sq 解
,

即P a p k o r ieh
一

N e u b e r
通解的一种变形形式

‘’2 ’,
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.
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.
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,
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,
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半空间的热弹性问题—弹性通解方法的应用

对于平面应变情形
,

有
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等等
.

在 以
一

F的几节中我们将对第一节中提出的几个问题分别进行求解
.

三
、

半无限体内定常点热源所引起的热应力

设弹性体占有半空间
: 》 0

.

在 点
r 二 o , 之= h处有强度为O

。

的点热源
,

在边界z 二 0处保持

常温
,

则由(2
.

2 )式可求得
:
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,
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,

因此利用(2
.
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.
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.

(3
.
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下面分两种

边界条件讨论
.

3
.

1 边界自由
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.
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,
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,
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,
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.
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, 。

的

N“m an n 问题的边界条件
,

再考虑到无 限远条件
,
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,

有
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,
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:
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,
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:
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半空间的热弹性问题—弹性通解方法的应用

四
、

半空间内部异质球体引起的热应力

半无限弹性体内部有一异质球体
,

其弹性常数与外面介质相同
,

而热膨胀系数不 同
.

设

其半径为
a ,

球心位于
r 一。

, : 一h处(h > a)
.

若半无限弹性体的温度升高T
。 ,

求其引起的应力
.

这个问题 等价于异质高温球体在半无限体内所产生的热应力问题
.
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内部定常线热源引起的热应力

半空间内部 x 二 h
,

刀= o线上均匀分布有定常热源
,

其强度为O
。 ,
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保持常温
,

则其引起的温度场为
:
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誉
: R ;‘n R

I
一 R “

·R 2 1
( 5

.

2 )

其中 K ~
1 + v

1一 v

a Q
。

4兀几
。 ’由于本问题是平面问题

,

因此下面应用 ( 2
.

1 1) 与 ( 2
.

1 2 ) 两式对不同边

界情形分别进行求解
。
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.
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.
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3 ) 式为边条件的半空间调和函数边值问题
,

可得尸与G 如下
:
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由(5
.

2 )与(5
.

4 )两少代入到(2
.

11) 和 (2
.

12)中可得到本伺 题的位移场与应力场如下
:
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将 ( 5
.

2 )与( 5
.

8 )两式代入位移与应力的表达式 ( 2
.

11) 与 ( 2
.

12) 两式中
,

可得如下位移场

与应力场 :
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此外本问题的结果可以利用发散积分的有限部分方法
‘’“’,

从第三节中结果导出
.

六
、

半空间内部异质圆柱体引起的热应力

设弹性半空间内部有一异质圆柱体
,

其弹性常数与半空间介质一致
,

但热膨胀 系 数 不

同
.

圆柱体的 中心轴平行于半空间表面
,

因而这是一个平面应变问题
.

设圆柱体的轴心在 二

二 h , 夕~ o处
,

半径为a( h> a)
,

则当半空间的温度升高T 。时
,

相应的热弹性势了满足
:
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求解调和函数F 和G 的半空间边值问题
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4 )两式代入到(2
.

11) 与(2
.

12 )两式中
,

可得到位移及应力的表达式
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这里只给出位移场
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以 ( 6
.

6 )为边条件求解调和函数F 的 G 半空间边值问题
,

得到
:
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2 ) 与 ( 6
.

7 ) 两式代入位移与应力表达式中
,

求得位移与应力场
。

这 里只给出位

移场
:
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七
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内部异质矩形截面柱体所引起的热应力

半无限弹性体内部有一无限
一

长矩形截面柱体
,

其弹性性质与半无限弹性体相同
,

但热膨

胀系数不同
.

设柱体的中心轴与半空间表面平行
,

位于二二h
, y= 0 处

.

矩形截面在x 方向宽

2a
,

在夕方向宽Zb(h> a)
.

则当半无限的温度升高T
。

时
,

相应的热弹性势f满足如下方程
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