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摘 要

通过引入边界混合函数的概念
,

选用极坐标下双调和方程的特解序列为试函数
,

本文提出了

一种求解圆板混合边值问题的解析方法
.

最后通过三个实例计算说明了该方法具有较好的收敛性

和稳定性
。

关. 祠 圆板 混合边值问题 边界混合函数 双调和多项式 解析方法

一
、

引 言

圆板弯曲问题在工程实际中有着广泛的应用
,

长期以来 国内外 许多学者作 了 大 量 的研

究
.

这个问题的个别解曾由W
.

Flu g ge
,

H
.

R ei s sn e r ,

H
.

S c h m id t 等人讨论过
,

其详细

内容可从参考文献〔l〕中找到
.

后来林鸿荪和叶开沉等人
‘2 ’~ 〔3 ’

分别采用不 同方法对几种典型

边值问题给出了一般解
.

但上述研究大都限于一致边界条件问题
.

而对于混合边值问题要得

到精确解是非常困难的
,

一般采用直接数值方法
.

根据文献〔4 〕
,

对于混合边值问题
,

Ri tz 法

一般收敛很慢
,

而 G al e rki n 法 又难找到满足全部边界条件的试函数
,

所 以常见的方法主要

是有限元法和边界元法
。

本文的基本思想是采用极坐标下双调和方程的特解序列为试函数
,

从而使得近似函数精

确满足问题的平衡微分方程
.

为 了满足混合边值条件
,

引入了混合边值函数的概念
,

在此基

础了提出了一种求解任意分布横向载荷下 圆板混合边值问题的解析方法
。

一 其 太 卞 程
-

、 弓二J二二 产1 一甲 Z 砂 一Jj

薄板弯曲问题的基本微分方程为
脚伸 凭

钊牙一去
(在肚

式中 刀为板的弯 曲刚度
, q 为板上作用的横向载荷

,

牙为中面挠度
,

a口为区域口的边界
.

为了书写方便
,

引入下边的边界微分算子记号

.

国家自然科学基金资助项目
.

(2
.

1 )

习为板所 占据的区域
,
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混合边界条件可分 为三种
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L , 研二评
,

与附= 节 ( 在a口
1
上 )

2 ) 简支边界

L ,
附二评

,

L , 牙 = 卫 (在a口 :上 )

3 ) 自由边界

L , 牙二刃
, L 。才 ~ O ( 在a口3上 )

式 中 评
,

市
,

刀和奋均为边界上的已知函数
, R 为圆板的半径

,

并且

日口二 口习
: + a口

: + a口a

( 2
.

3 )

( 2
.

4 )

( 2
.

5 )
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三
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基 本 方 程 的 求 解
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式中 a ( 0) 和刀(0) 为无量纲加权函数
,

L :
和 L :

分别称为第一和第二边界混合微分算子
,

相应

地称L :

才和几附为第一和第二边界混合函数
,

它们的量纲与不相 同
.

这样
,

边界条件 ( 2
.

3)

~ ( 2
.

5) 可整理为

L l
牙=

a (夕)评

D 二

一R ‘奄
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才= 诊 + 附
. ( 3

.

5 )

其中 论为非齐次方程特解
,

牙
.
为齐 次方程通解

.

对于非奇异问题
,

可将平
.
表示成 Cl eb

s o h

形式
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联立求解方程组 (3
.

14 a
)~ (3

.

1 4 d ) 便可得 到问题的精确解
,

特别当问题为一致边界条

件时
,

该精确解还具有解析封闭形式
.

若将级数 (3
.

6 )从寿》N 十 l后截断
,
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对方程(3
.

15 )求解便可得到任意分布横向载荷下圆板混合边值问题的近似解
.

四
产、

数 值 结 果

作为上节结果的具体应用
,

这里我们讨论在均布载荷作用下的圆板弯曲问题
,

其边界条

件分别为下述三种情况
.
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在均布荷载q 作用下
,

(2
.

1) 的特解可取为
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。
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五
、

总 结

1) 本文提出了一种求解圆板混合边值问题的解析方法
,

并且给出了相应的 计 算公式
.

利用公式(3
.

15 )
,

可 以求得任意分布横向载荷下圆板混合 边 值 问 题 的 近 似 解
.

另外
,

从

(3
.

1 4 a
)一 (3

.

1 4 d )出发可 以求得文献〔1〕中给出的各种一 致边值问题的封闭解析解
.

2 ) 因为(3
.

5 )式已精确满足平衡微分方程 (2
.

1)
,

所以近似解的收敛情况完全由边界吻

合程度决定
.

表1~ 表3的计算结果表明
,

本文提出的方法具有较好的收敛性和稳定性
.

特别

与其它方法相比
,

弯矩和剪力在边界上能收敛到如此高的精度并不多见
.

3) 在方程(3
.

1) 和(3
.

2 )中引入加权 函数 a 和刀是为了改善式中诸项的量级差别
,

以便

提高解的收敛速度
.

限于篇幅
,

这里不作进一步讨论
.
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