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二
、

理 论 推 导

图2为我们考虑的半球壳
,

中心轴为x ,

壳体的壁厚为h( 甲)
,

球 中面半径为R
,

壳体两端

的边界角为甲
。, 切, ,

壳体材料的弹性
.

模量
、

泊松比
、

密度分别为E
, 拼 , p ,

假设壳体是一致

均匀的
,

即E
,

拼
,

p 不变
.

壳体在母线方向
,

环向的坐标分别为甲
,

0
,

任一点尸处的位移为
:

V = “a + v b + 切 e (2
.

1)

其中“ , 。 ,

, 分别为母线方向
、

环向
、

法 向的位移
, a

,

b
, c 为相应的单位动矢量

.

记与中面距离为
: 的曲面为

二
面

, 二面上母线方向的正应变
。贾

,

环向正应变
。1

,

它 们 两个

方向之间的剪应变此
: ,

利用〔剑的关系可推出
:

。贾= (
。: + z 几,

)/ (1 +
:
/ R )

, 。互一(
e Z + : 几2 )/ (l +

:
/ R )

, 丁: = (y
: : + z :

)/ (l +
二
/ R )

中面上的应变为
:

} (2
.

2 )

。, ~ (。
“
/ 日甲 + 切)/ R

。2 ~ (口
。
/ ao +

u e o s甲+ 田s in 甲)/ R s in 中

, , :
= (a

u
/ a o + s in 甲ap / a甲一

。 e o s甲)/ R “i n 甲 { (2
.

3 )

“1一
(
一

穿
十

斋)加
l a么功

s in
Z甲 日0(

一 、 C O S甲

s in 甲 a中

十
即鲤

。十 _ 牡
一

票
一

、/ R
5 l fi 甲 吕l fi 甲 o 口 / /

一 l斋
一十 ·‘n ,

一

豁一
、

· + 2

(器
一 .

器一

蛊)]加
·‘n ,

(2
.

4 )

考虑到h( 甲)/ R 《 1
,

则(2
.

2 )式变成
:

。笠~ 。: + 以
: , e兰= 君: + 2 几:

, 护竺: = v ; : + 之了 (2
.

5 )

壳体的弹性势能为
:

U 一

合{
,
(
·: a ! + · ,“ : + , , Za ! 2

, d犷
(2

.

6 )

此处犷为积分体积
.

。 :

一命
(
·: + , ·: )

, a Z 一 1
一

兰
; :

(。
·, + ·, ,

, a 1 2 E
2(1+ 刃

y (2
.

7 )

壳体的动能为
:

T 一

合{
;

l(韵
“ +

(备)
2 +

(鲁)
“

〕
。d犷

(2
.

8 )

球壳振动时
,

环向波数为
n
的对称振型为

:

。~ “
(中)e o s

n os in 。
。 t , 。= 。

(甲)s i n
n os in 。

。t
,

田= 。(中)e o s
os“in 。

。t (2
.

9 )

u( 甲)
,

试哟
, 。(哟为沿母线方向的振型

, 。。

为所对应的谐振频率
.

对于顶端开 口壳体的弯曲振动
,

在小挠度的情况下
,

近似满足 L o r d R a y lei g h 不扩张

条件
,

壳体中面的正应变和剪应变为O
。

e , = 。: “ , ; : = o (2
.

1 0 )

利用(2
. :

3 )
,

(2
.

9)
,

(2
.

1 0 )并整理后得
:
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阴(甲)- 一 d u (甲)/ d甲

n 。
(甲)+

u
(切)e o s甲一(d

“
(中)/ d甲)s in 甲= 0

。u
(甲)+

。
(切)e o s甲一(d

。
(甲)/ d甲)s in 甲二 o

方程(2
.

11) 的解为
:

} (2
.

11)

“
(甲)= (C

,毛g
,

(甲/ 2 )一 C
: e 七g

“

(甲/ 2 ))s in 甲

v
(甲)= (C

: tg
”

(甲/ 2 ) + C : e 七g
”

(甲/ 2 ))s in 甲

。(切)= 一 [ C ,
(
n + e o 。甲)t g

.

(甲/ 2 ) + C :
(
n 一 c o s甲)e tg

.

(甲/ 2)〕 { (2
.

1 2)

考虑到壳体实际振动的情况和 L o r d R a y lei g h 不扩张条件应用的范围
,

常数 C : 必为

零
.

故方程(2
.

12 )变为
:

u
(切)

:

, (甲)
u
(甲)

:

= 。(甲)二 C ; s in 甲七9
.

(甲/ 2 )

~ 一 C :
(
n + e o s甲)t g

.

(甲/ 2 )} (2
.

13 )

。
(甲)二。(中)= 二

,
(甲)

甲 . 。。

= 0

常数C
: 由实际振动情况来定

.

利用上述关系对式(2
.

6 )
,

U ~
C 望s in

名。。 tE 兀

2(1一拼
:

)

C 至e o s
Z。。t

2

(2
.

5) 进行整理
,

有
:

俞l::
4(‘一。)一(一

‘,
’

‘g
: ·

署
·

概
·

d 中 (2
.

14)

。’“ , 二

} (s in
Z沪 + Zn c o s甲+ n t + 1)日in 钾tg

Z ,

晋
“
间如

(2
.

15 )

利用T m . 二

~ U m . 二

可得
:

E 1

听 = 左2

口不莽)b-’
一

1厄贾
活

“一“, 一

{
J (一 ”, 一

}

甲 尸

tg , .

(甲/ 2 )
甲. s in s甲

一 4、(
, : 一 1)

:

炎裂
hs(甲)d甲

(2
.

16 )

(2
.

17 )

甲尸

(
, 2 + 1 + 5 in

z 甲+ 2 , c o 。甲)s in 甲
·

t g
‘ ,

甲.
晋
h(, )d 甲 (2

.

1 8 )

为便于分析
,

引入无盆纲频率
‘乞’

。

一
*

口烤恤尹
一

枷
、一 1)to

.

掇妒1
‘

文献〔幻仅分析了等厚度的情况
,

这时口
。

与厚度和半径之比
,

泊松比有关
.

下两个无盘纲频率
。

口一 4。,
(
。‘一 1)

,
R

一’
I(

。 ,
h)/ J(

。 ,
h)

口
. 。二I(。)/ J(n )

(2
.

1 9 )

本 文定义如

‘(
·

, 一

{::(
‘g : ·

晋/
9‘n 3

习
d ,

J‘
·

, 一

{::
(
·’+ ‘+ 日‘n ’甲 + 2

一
甲 , ·‘n 甲‘g

’‘

晋
d 中

(2
.

2 0 )

(2
.

2 1)

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

定义(2
.

20 )与泊松比 “无关
,

在等厚度情况下
,

定义了 (2
.

2 1) 式
,

它仅与环 向波数及

, 。
,

介有关
.

此外。
。

与谐振频率。
.

成正比
,

而石
. ,

O
。 。与。 :成正比

.

给定中
。,

任意甲
,
的口

.

对甲, = 9 0
’

的口
.

的变化盘为
:

△(口
. ,
中,
I甲

。
)二口

.

(中
。 , 甲,

)一口
.

(中
。 ,
9 0

‘

) (2
.

2 4 )
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口
。

的变化率为
:

a (口
, , 中,

l甲
。
)二△(口

。 , q7 ,
l甲

。

)/口
,

(甲
。 ,

9 0
’

)

类似地
,

幻
. 。

的变化量为
:

△(口
。。 , 甲,

}甲
。

)= 二
。 。

(甲
。 ,

甲,

)一口
。。

(甲
。 , 9 0

’

)

石
。 。

的变化率为
:

(2
.

2 5)

(2
.

2 6 )

a (石
, 。, 甲,

}甲
。

)= △(石
。。 , 甲;

j甲
。

)/口
。 。

(切
。 , 9 0

‘

) (2
.

2 7 )

三
、

计 算 结 果 及 分 析

一

首先用(2
.

19 )式计算等厚度下
,

h / R ~ 0
.

0 1
, “二 0

.

3的完整半球壳
.

其计算结果与有关

文献的数值列于表 l
,

进行比较
.

其 中文献〔幻的为计算值
,

文献〔3〕的为实验值
.

衰一 计葬结果口
二

的比较 (甲
。二 0

0 .
中, 二 9 0

“

)
.

一下
门

{
2

「
。

}
’

4
!

。
卜

’

6
}

’ ‘

了
’

} 言
”

厂
。

文献 「2 1 ! 0
.

0 1 2 1 0
.

0 3 4 } 0
_

06 4 } 0
.

1 0 2 } 0
.

1 4 6 } 0
.

19 7 1 0
.

2 5 3
‘

0
.

3 1 5

艾南介 1 3 1 } 0
.

0 1 2 5 } 0 0 3 4 2 ) 0
.

07 17 ! 0
.

1 0 5 0 } 0
.

1 5 0 0 ) 0
.

2 0 50 } 0 2 5 8 3 ) 0
.

3 2 3 0

本 又 ⋯
。

·

0 , , ,
}

。
·

。3 56
.

!
“

·

“6 日,

}
“

·

‘, ‘8 } “
·

’6 4 7

{
”: 2 ,

二
,

}
“

·

2 9 9 5
{

。
·

3 8 , 4

由表 l看出
:

在
n ( 5 时

,

本文结果与实验值吻合得好
, , 》6 时相 差略大

.

实际应用中多
.

是 , 《 4的振动
,

特别对H R G “ ’,

仅仅使用
n = 2的四波腹振动

.

由于上述计算公式非常简单
,

因此在工程应用中有较大的价值
.

1
.

中。 ,

, , 对频率的影响规律

表 2 给出等厚度下
,

h/ R ~ 0
.

01
, 召~ 0

.

3 时
,

不 同甲。,

切, 对应一
2 时的 口

: ,

表3给出了

由表2得 到的a (肠
: , 切,

1叭)
.

从表 2
,

表 3 看出
:

在所分析 1 0
‘

》仇》 0
‘ ,

90
’

》甲
,
> 7 5

。

范围

内
,

口: 对甲,
的变化较大

,

而对切
。

的变化不敏感
.

衰2 口 :

(甲
。 ,
切; )值

一\\ * *
.

}
, 二 . ’

}
, 。 . ’

{
。 、 . 。

八
”
⋯ ~

.

!
n 。

厂一_ 、\
、

、 _ 下
’

j 7 5
一

} 78
一

} 8 1
.

8 4
.

} 8 7
’

{ 9 0
-

切。
-

-

一
_ _ _

}
一

{
一 l

- 」

! 1

0
’

} 0
.

0 14 5 1 ! 0
.

0 13 96 一 0
.

0 13 5 0 1 0
.

0 13 1 4 1 0
.

0 12 8 6 } 0
.

0 12 6 6

5
.

} 0
.

0 14 5 0 } 0
.

0 13 9 5 一 0 0 1 34 9 1 0
.

0 1 3 13 1 0
.

0 1 28 5 1 0
.

0 1 26 5

‘0’ }
。

·

。14 46 !
。

·

。‘’91 }
。

·

“‘34 ,

}
.

0

.0
, 3 “ }

。
·

“12 83 !
“

·

01 26 ‘

衰3 a (口
: ,

甲, }甲
。

)恤

\一
_

中尸

甲O

O
.

7 5 8 4 8 7

10

1 4
.

6 7拓
z 盛

.

6 1劣
一4

.

4 2万

3
.

5 2%
3

.

8 0多
3

.

了4万

一 6 0拓
1 5 9多
1

.

55万

表 4给出了等厚度下
,

不 同甲
。 , 甲, 时的口

, 。

(甲
。, 甲,

)值
.

表5给出了甲
。
= 0

’

时
, 甲, 二 7 5

’

对

甲, = 9 0
。

的变化量△(

从表4 ,

表5看出

Q
。。 , 7 5

’

}o
’

: 口
一 。对中,

)及变化率a (口
。 。,

7 5
’

}O
‘

)的 值
.

变化较敏感
,

对仇变化不敏感
.

随着 , 的增加
,

石
. 。

对 甲;
的
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奋
。。

(切
。 ,
甲;
)值表

9 6 1

裹 4

, . . . . . . . . 口 . . . . . . . . . . 用 . . . , . .

-
. 口 . . . . . . . . . ‘. . 曰 . . . . . .

.
门

~
峨 . . . . , . 曰. . 曰 . 如 . . .

、

令
一\ 、

一\

如. 口. . , . . . . . .

一
‘

一一
. . , . . . . . . . 口. .

甲
7 5 7 8 8 1 8 4 8 7 9 0

甲O

0
.

2 5 0 7 0
.

2 32 0 0
‘

2 1 7 1 0
.

20 55 0
.

1 9 6 8 0 1 90 7

10 0
.

2 3 0 4

3

⋯
。一

}
。

·

’“ 8

{

—
一

!一生卜二里竺
止一
!

{ 0
一

0
.

U 6 6 7 ;

4 {
‘ l

0
.

2 48 8

0
.

1 14 8

0 2 15 9

0 10 77 0
_

1 0 2 3

0
.

10 7 7 0 10 2 3

0
.

0 6 30 0 0 6 0 2

一卜二二竺一卜二
二里竺一⋯一卫竺匕

-

{
。

.

。。8 ‘

!
。

‘

。9 5 ,

1
0

.

“”“

一
⋯一竺卫竺兰

一

{一翌旦竺一卜
一卫些竺一

“
·

0 5 8 2

{
“

·

0 5 6 9

⋯
”

·

”5 6 2

! 0
“

—一 一

—
一 l一

-一一一

O
“

{

0 06 6 7 0
.

0 6 3 0 0
_

0 6 0 2 0
.

0 5 8 2 0
.

0 5 6 9 0
.

0 5 6 2

0
.

04 3 6
}一

0 04 13 0 0 3 9 5 0
.

0 3 8 3 0
_

0 3 7 2

0
.

04 3 8 0
,

0 4 1 3 0 0 3 9 5 0
.

0 3 8 3 0
.

0 37 2

0
_

0 30 7 0
.

0 2 9 1 0
.

0 2 7 9 0
.

0 2 7 1 0
.

0 2 6 4

0 0 3 0 7 0 0 2 9 1 0
.

0 2 7 9 0
.

0 2 7 1 0
.

0 2 6 4

0
.

0 2 2 8 0
.

0 2 1 6 0
‘

0 20 7 0
.

0 2 0 1

0 0 2 28 0
.

0 2 1 6 0
_

0 2 0 7

0
.

0 1 9 6

0
,

0 1 7 5 0
.

0 16 7 0
‘

0 16 0

-

一⋯
一

{一
二

0
.

0 1 5 5 { 0
.

0 1 5 2 { U Q l b l

l 0 0
.

0 1 7 5 0
.

0 16 7 0
.

0 16 0 0
.

0 1 5 5 0
‘

0 15 2 0 0 15 1

寡
0

.

0 1 3 9 0 0 1 3 2 O
_

0 1 2 7 0
_

0 12 3 0
_

0 12 9 0
.

0 12 0

l 0 0
.

0 13 9 0
.

0 1 3 2 0
.

0 12 7 0
.

0 1 2 3 0 0 1 2 9 0
‘

0 12 0

衰5 沪。= O
“ ,

不同玲下的△及a

A

22222 {{{ 444 555 666 777 888 999
3333333333333333333

000
.

0 6 0 111 0
.

0 2 0 777 0
.

0 10 555 0
.

0 0 6 444 0 0 0 4 333 0
.

0 0 3 222 0
.

0 0 2 444 0
.

0 0 1 999

333 1
.

5 0%%% 2 1
.

9 4男男 18
.

6 0拓拓 l了
.

15 书
、、

一6
,

4 4 多多 16
.

0 。军军 1 5
.

日魂拓拓 生5
.

9 一拓拓

变化的敏感度减小
.

2
.

厚度变化对频率的影响

考虑壁厚沿母线方向是均匀变化的情况
,

记T
。 ,

T ,
分别为甲

。,

甲, 处的壁厚
.

表 6给出了

用 (2
.

1 6 )式计算
, 二 2的半球壳谐振频率。

:
(甲

。, 中;
)的结果

,

其中T , 三 o
.

sm m
.

球壳的其它参

数为 : E ~ 1
.

g ll X lo
6

N / m m 气 p 二 7
.

8 5 9 / e m
3 , 拼= o

,

3
,

R 二 2 4
.

6 5 m m
.

表7给出了由表6

计算得 到的在甲
。
= o

’

时
,

切; 一 75
’

的。
:

对 中 ; ~ 9 0
’

的 。:

的变化率
.

表 8 给出了由表 6 得到的

甲p = 9 0
‘

时
, 卯。
二 1 0

’

的。
:

对甲
。
二 o

’

的变化率
.

从表 6 ~ 表8看出
:

对”二 2的谐振频率。
: ,

当物不

变时
, 甲, 增加时将减小

.

减小的程度 随T
。

单调增
.

而当沪, 不变甲
。

增加时
,

T
。

/ T
, > l时 。 :

增

加
,

且随T O/ T
;
单调增

; T
。

/ T
, < 1时

, 。 2减小
,

且 随T
。

/ T
,
单调减

.

更简洁地说
, 甲; 不变

,

物变化 时
,

。 :
的变化量与 In (T

。

/ T
,
) 有相同的变化规律

.

另外
,

由公 式 (2
.

16 )可知
,

T 。=

o
.

sm m
,

T , ~ 1
.

om m 时的。
2

是T
。
= o

.

2 5 m m
,

T , ~ o
.

sm m 时的2倍
,

结合表 6可知
: 壳体

壁厚由薄到厚 (从甲
。

到甲;
) 比由厚到薄对谐振频率。

:的影响要大
.

采用数值计算的方式不可能穷尽各种各样的壁厚变化情况
,

为此
,

我们从本 质上 分 析
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T , 二0
.

sm m ,

不同T 。

对应的。
2

(叭
,
卯, )(H z)

切
不

8 l 8 4 8 7 9 0

T0 (二介
\

切O
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.
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.

中
。 ,
中, , h(中)变化的数学和物理本质

考查一个与谐振频率有关的量
:
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“
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从数学意义上说
:
口
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.
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