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摘 要

本文利用解对初值和参数的可微性
,

提出一种不同于 I
J

ia p u 。。 , 直接法的方法
,

用它可以判

定初值问题非驻定解的稳定性
.

而该非驻定解无需事先求出
.

关锐词 稳定性 初值问题 可微性

在天体力学
、

无线电技术和 自动控制等领域中
,

常见一些 变 系 数 的 常 微 分 方程
,

如

R ic c a ti 方程
,

H il l方程和L io u v il le 方程
.

这些方程的结构是简单的
,

一般而言
,

它们的

非驻定解析解是求不到的
,

通常用近似解和数值解代替解析解
.

当然
,

我们希望该解析解是

稳定的
,

否则
,

所求近似解和数值解无用
.

就判断驻定解的稳定性而言
,

L ia p u n o v直接法

是个好方法
.

有关 L ia p u n o v 直接法的专著是很多的
〔‘’2 , 们

.

但是
,

当非驻定解未知 时
,

我

们不能用 L ia p u n o v 直接法去判断该 非驻定解的稳定性
「3 ’.

如所周知
,

稳定性的研究方向
,

在于不具体求出解的情况下
,

提供判断该解稳定与否的

方法
.

本文利用 解对初值和参数的可微性
,

提出一种不同于L ia p u n o v 直接法的方法
,

该方

法在不求出解的情况下
,

能判断该解的稳定性
.

一
、

理 论 与 方 法

考虑初值 问题

d夕/ d t = f (r
,

, ) (1
.

1)

夕(t。)= g 。

(1
.

2 )

其中f〔C〔a ,

co ) X (一 OO
,

oo )
,

且对 , 适合 L IP s e h it z 条件
.

易知
,

初值问 题(1
.

1) + (1
.

2 )

的解存在唯一
。

记初值(1
.

1)+ (1
.

2 )的解为甲(t , t。 , g 。

)
.

我们研究 L ia p u n o v 意义下的稳定

性
.

因此
,

假定解甲(t , t。 , y 。
)的存在区间无 限

,

即

v = 甲(t , t。, y 。

) t〔[ t。,

OO ) (t。〔〔a ,

。 )) (1
.

3 )

记方程(1
.

1) 适合条件g( t。) = 夕
。十刁的解为

甲d ~ 甲(t , t。, 夕。+ 刁) (1
.

4 )

利用中值定理及解对初值的可微性
,

由(1
.

3 )和 (1
.

4 )得到

.

周焕文推荐
.
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。 一 , 一‘

念
, (‘

, ‘。,

约 (1
.

5 )

其中亡介于, 。

和夕
。+ 刁之间

.

由解对初值的可微性定理得到

爵、
, (‘

, ‘。 ,

“卜
“x p

{{:
。

易
一

, 〔
· , , (

· , ‘。 ,

: )〕d ·

} (1
.

6 )

将(1
.

6 )代入(1
.

5 )右边
,

得到

ff
‘

a
, _ , .

‘、 , ,

、

和 一甲= 刁 e x P呢、
‘ 一万二下J Ll , 甲LT , ro , ‘) Ja T r

、J ‘0 甘 y ,

(1
.

7 )

从(1
.

7 )可得到

定理 1 若
+ co a

, _ , .

~ , ,

, 。
一

而
一

J L了
,

叭
r , 犷。 , ‘, J“r义 + OO (1

.

8 )

则未被扰动的解(1
.

a) 稳定 , 若
+ OO a

, _ , . 吮 、 一 口

, 。
一

万
J Lr ,

叭
r , 了, ,

‘)」a ‘” + OO (1
.

9 )

则未被扰动的解(1
.

3 )不稳定 ; 若
十 0 0

to

a
, _ , . ‘ 、 _ ,

时
一

,L
r ,

叭
r , ‘。, ‘)」“r ‘ 一OO (1

.

10 )

则未被扰动的解(1
.

3 )渐近稳定
。

二
、

R iee a tl 方 程

考虑R ie e a 七i方程

d y / d t= P :
(t)夕

2
+ P

:

(t)夕+ P
。

(t) (2
.

1)

易知
,

当P ‘
(t)〔C (R ) (‘二 o

,

1
,

2 )时
,

方程(2
.

1)右边

f (t , v )二P :
(t)夕

2 + P :
(t)夕+ P 。

(t) (2
.

2 )

在 R
z

上连续
,

而且

a f/ a夕== ZP
:

(t)夕+ P
;

(t )
一

(2
.

3 )

也是 R
Z

上的连续函数
.

因而适合条件
g (t。)= y 。

(2
.

心)

方程(2
.

1) 的解

夕= 甲(t , t。 , 夕。) (2
.

5 )

存在且唯一 在此
,

我们假定解(2
.

5 )的存在 区 间 无 限
.

L io u vi lle 曾 证 明
,

在一般情形

下
,

R icc a衍方程的解不能用积分方法求得
『巴’,

即函数(2
.

5 )的解析形式是未知的
.

由定理 1

可得

定理2 若方程(2
.

1) 右边的函数 (在〔t。
,

oo )上)适合

P ‘
(t)> o (i == l

, 2 ) 在 {P 。

(t) , i二 1
,

2 }中
,

至少有一个P ‘
(f)> K > 0

P 。
(t)> 0

P ,
(t)〔C (R ) (i二 o

,

l
, 2 )

、、尹、,产、
、
了J.几Q自八」

则方程(2
.

1) 适合条件试矛。)= 夕。> O的解不稳定
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证明 由于夕(r。)= y。> 0
,

又P ‘
(t) (i = 0

,

1
,

2 )在〔t。,

。 )上连续 非 负
,

故可 推知解

切(* , t。,
夕
。

)在〔t。,

oo )上单调递增
,

于是

甲(t , t。 , 夕。

)> y。> o t〔〔t。 ,

oo ) (2
.

6 )

对任意的 , 。

> 0 ,

必存在一占> o ,

使得y 。
一占> 0

.

显然
,

(2
.

1) 右边函 数 满 足 L IP s c h i七z 条

件
,

故可取函数甲(t , t。 , , 。一的为方程(2
.

1) 适合 条件夕(t。)= y 。一 己的解
.

由上所述
,

可知

甲(t , 了。 , y 。一 d)》 g 。一占) o t〔〔t。,

co ) (2
.

7 )

类似地
,

方程(2
.

1) 适合条件y (t。)= 夕。十占的解为

切(t , t。 , 夕。 + d )》 v。+ 占> o t〔〔t。,

co ) (2
.

5 )

既然占可 以任意小
,

由(2
.

7 )和(2
.

5) 可看出

p (t , t。 , y )> o t〔〔t。 ,

co )
,

y〔〔y
。
一占

, 夕。+ d〕

取一小数J 使得1才】< 占
,

记方程(2
.

1) 适合条件试 t。)= y
。+ 刁的解为甲

d ,

即

甲d = 甲(亡
, I。 , g 。+ 刁)

于是从(1
.

7 )
、

(2
.

5 )和 (2
.

1 0 )可得

(2
.

9 )

, 一 , 一“ e x p

{{:
。

〔2p 2
(
·

, , (
· , ‘。 ,

: ) + p
l

(
·

)〕d ·

}

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

其中乙介于夕
。

和 y 。十刀之间
。

既 然 !刀 }< 占
,

可看 出 亡〔〔y 。
一占

, 夕。十司
,

而且(2
.

1 1) 积分号内

的函数甲(r , t。 ,

亡)大于零
,

即甲(t , t。 ,

亡)> 0
.

由于 P
;

(才)和P
:

(t)在〔才
。,

oo )上非负
,

而 且大于等

于K > 0 (至少有一个 )
,

因此我们有

{:0ooc 2P亦 ,沁
, ‘。 ,

,)+
尸 1

(
·

,〕“‘一 十 - (2
.

12 )

从(2
.

1 1)和(2
.

12 )可知

h m }甲
d 一甲 ! = + co

心- 夕 + C幻

定理 3 若方程(2
.

1) 右边的函数 (在〔t。 ,

OO )上 ) 适合

1 ) P
‘

(t)( o (i= 1
,

2 )

幻 P
。

(亡)> 0

3 ) P ‘
(亡)〔C (R ) (‘~ 0 ,

1
, 2 )

则方程(2
.

1) 适合条件抓 t。)二 g 。

> o的解稳定
.

证明 既然甲(t , t。,

g0 )二y 。

> o
,

由解对初值的连续性
,

可推知存在这样的雪使得

甲(t , t。, 夕。)> o t〔〔t。,

雪) (2
.

13 )

现在证明雪二 + 00
.

事实上
,

若使(2
.

13 )成立之雪的上确界有界
,

假定该上确界就 是 雪
,

于是

甲(雪
, t。, 夕。)= o (2

.

14 )

由(2
.

1 3 )和 (2
.

14 )看出
中; (亡一 o , t。 , 夕。)( o (2

.

15 )

另一方面
,

由(2
.

1) 和(2
.

4 )可得
中l(雪

, t。 , v。
)二P 。

(雪)) o (2
.

16 )

显然
,

(2
.

16 )和 (2
.

1 5 )矛盾
。

由此可知

中(t , t。 , g 。
)) o t(〔t。,

OO ) (2
.

17 )

类似于定理2
,

对任意的夕
。

> 。
,

存在一个占> o ,

使得夕
。一 d > o

, y 。+ d > 。
.

记切(t , t。 , 夕。一句

和甲(矛
, t。 , 刀。十句分别表示方程(2

.

1) 适合 条件刀(t。)二夕
。一占和试 t。)二夕

。
十占的解

.

综上所述
,

这两个解在〔公
。 ,

oo )上大于等于零
.

因6可任意小
,

于是我们有
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甲(t , t。, , )> o t〔〔t。,

oo )
, y〔[ y。一占

, 夕。+ 占〕 (2
.

1 8 )

记中d
表示方程(2

.

1) 适合试t0 )= g 。十刀的解
,

.

类似 地
,

我 们也 有(2
.

11 )式
.

取 1刁 }< 占
,

由

(2
.

18 )和P ‘
(t )(‘= l

,

2 )在[ t。,

co )上的非正性
,

我们得到

e X P{{
〔2尸

2

(
r

), (
: , , 。

,

: )+ p l
(
·
)〕d :

}
< + OO (2

.

1 9 )

由定理 1和 (2
.

19 )
,

推知未受扰动的解(2
.

5 )稳定
.

若在定理 3 的假设条件中
,

补充

!了Pl “’“
‘

一
(2

.

2 0 )

由 (2
.

1 1)式可得

!, 」一 , }、 !、 }e x p

{!:
。

p l
(
·

, d ·

} (2
.

2 1)

由(2
.

2 0 )和(2
.

2 1)
,

还可得到

lim l中
d 一中I= o

‘- 夕 + 。O

即解切(t , 了。 , 夕。)渐近稳定
.

方程(2
.

1) 中的夕(t) 用一 二(f) 代替
,

即

夕(t)= 一 x (t)

在变换(2
.

2 2 )下
,

方程(2
.

1) 变为

d , / d t - 一P
Z

(才)二
2 + P ,

(t)二 一P
。

(t)

于是可得到一系列定理
:

定理4 若方程(2
.

1) 右边的函数在〔t。 ,

OO )上适合

1 ) P
。

(t)< 0

2 ) 在 { IP
‘
(t)I

,

i~ 1
, 2 }中

,

至少存在一个 !P
‘

(t) l> K > 0

3 ) P
,

(t)》0 ,

P
Z

(t)( o

4 ) P ‘
(t)〔C (R ) (‘= 0 ,

1
, 2 )

则方程(2
.

1) 适合y (t。)= y 。

< o的解不稳定
.

定理5 若方程(2
.

1) 右边的函数在[t
。,

oo )上 适合

1) P
。

(t)> O

2 ) P :
(t)( o ,

P Z
(t )> o

3 ) P ‘
(t)〔C (R ) (i = 0

,

1
,

2 )

则方程(2
.

1) 适合试 t。)= 夕。> o的解稳定
.

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

三
、

L io u v ille 方 程

L to u v ill e 方程为一二阶齐次线性方程
,

形如

d
Z夕/ d fZ + 〔几+ 夕(t)〕夕= o

其中几为参数
, 夕(t) 为 t的实函数

.

令方程(3
.

1) 满足初始条件

夕(t。) = g 。,
d y / d t It= t。 = y ,

的解为

, = 中(t , 才。 , 夕。 , 夕:
)

(3
.

1)

(3
.

2 )

(3
.

3 )
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显然
,

若 g (t) 〔C〔a ,

oo )
,

解(3
.

3 )存在唯一 在此
,

我们假定解(3
.

3 )的存 在 区间可以扩展

到无穷
.

若条件(3
.

2 )受到扰动
,

即

, (才
。

)= , 。 + J
。 ,

d , / d 才},二 , 。 二夕
, + J

,

(3
.

4 )

方程(3
.

1) 适合(3
.

4 )的解可记为

甲J二切(t
,

t。
,

夕。+ 刁
。 ,夕: + 刁 1

) (3
.

5 )

类似地
,

方程(3
.

1) 适合条件

夕(t。)= , 。,
d 夕/ d t l*二 , 。 二 夕

:
+ J

,

(3
.

6 )

的解为

夕(t)= 甲(t , t。 , 夕。 , 夕; + J :
) (3

.

7 )

易知
,

当 }J
。

}和 !J
:

}充分小时
,

解(3
.

5 )的存在区间无 限
.

考虑初值问题

d g / d t= F (t
,

夕)
,

夕(t。)= 夕
。

(3
.

8 )

其 中

F (‘
, v )一 , 1 + ‘ ! 一

{:
。 〔‘+ , (

·
, 〕, d ·

(3
.

9 )

让势(t
,

才。 , , 。

)表示 (3
.

5 )的解
,

于是有

沪(t
,

t。
,

夕。)三甲(t , t。 , v 。 ,

g : + 刁,
)

若 (3
.

8 )中的初始条件用

夕(矛
。

)= 夕。+ J
。

代替
,

则解功(t
,

t。
,

g 。)将被叻(t
,

t。
,

y
。+ 刁

。

)代替
,

因此
.

叻(t , t。 , g 。+ 刁
。

) , 甲(t
,

t。
,

g 。+ 汀
。, , 、+ 刁 、

)

利用中值定理和解对初值的可微性
,

可得

叻(t , t 。, 夕。+ 刁
。

)一沪(t , t。 , 夕。)二 J
。。沪(t , f。 ,

亡)/a y。

其中亡介于y
。

和夕
。十刁。之间

.

利用(3
.

10)
、

(3
.

1 2 )和解对初值的可微性定理
,

写为
中(t , t。 , 夕。 + 刁

。, 夕, + J
,

)一甲(t , t。 , 夕。, 夕: + 刁 :
)

(臼 a 一
_

.

, _ , 、 _
.

、

= 刁 oe x p谧l
一

安
:一 F 〔: ,

诚
: , t。,

约〕d :
卜

一一
“一 ‘一

r t」t。 a夕
一 ‘ 一 ’ r 、

”
’ “

”
/ “

一 ]

将(3
.

9 )代入(3
.

1 4 )得到

甲(t , t。, 夕。+ 刁
。 , v : + 刁 :

)一甲(t , f。 ,
g
。 , 夕, + 才 :

)

(3
.

10 )

(3
.

11)

(3
.

12 )

(3
.

1 3 )

可 将(3
.

1 3 )改

(3
.

1 4 )

一饰
”x p

{
一

l:
.

d ·

l乳
以 + 。(·)〕‘

·

}
再考虑初值问题

d y / d ‘= G (t , , , “)
,

g (t。)= ,
。

(3
.

15 )

(3
.

16 )

其中

‘(‘
, , , , , 一。

1 + , 一

{;
。

〔‘+ 。(
·

,〕。d ·

(3
.

17 )

“为一参数
,

可以看出

d 勺/ d rZ

= d G (t ,

夕
, 户)/ d 矛二 一 〔久+ g (广)」g

d 夕

d 寸
,一 , 。二 G (t。 , , ,

0 )= g : ,

料. 0

d 夕

d t

, 二 , 。 二 G (f。 , 。,

刁 :
)二。

: + 刁 :

“二姚

(3
.

18 )

(3
.

1 9 )



9 4 0 邵 孝 迫

记吵,
(t , t。 , g 。 , 拼)为(3

.

1 6 )的解
.

由(3
.

18 )和(3
.

19 )可知

劝,
(t , t。 , v。, o )二沪(t , 才。 , 夕。 , 夕:

)

势
,

(t , t。, y 。 ,

刀
:

)兰甲(t , t。, y 。 , 夕, + 刁 :
)

利用中值定理和解对参数的可微性
,

得到

功
,

(t , r。 , v 。,

刁
,

)一沪
,

(t , *。 , 夕。, o )~ 刀
,

a沪,
(t , t。 , , 。, ”) /日“

其中刀介于O和J ; 之间
.

利用解对参数的可微 性定理
,

(3
.

2 2 )可改写为

势
,

(t , t。 , 夕。 ,

刁
1

)一叻
,

(才
, 矛。 , g 。, o )

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1)

一、 :

一 p

{{:
。

晶
。: ·

,

,
·

(
· , , 。, 。。 , 。)

, 。〕“·

}
·

{:
。

盟一
p

l
一

l又霭

(3
.

2 2 )

d ;

〕
d ·

(3
.

2 3 )

由(3
.

17 )
、

(3
.

2 0 )和(3
.

2 1 )
,

可将(3
.

2 3 )改写为
切(t , t。, 夕。, g ; + 刁 :

)一甲(t , t。 , 夕。, 夕;

)

一“
, e x p

{{:
。

d ·

{二
一 〔‘+ 。(

·
)〕d ·

}
·

{:
。 e x p

{{又
〔‘+ 。(

·
, 〕d ·

}
d ·

(3
.

2 4 )

从(3
.

3 )和(3
.

5 )不难看出

I中
d 一中 l《 I甲(t , t。 , 夕。+ 刀 。, 夕; + 刁 ;

)一甲(t , 才。, 夕。 , 夕: + 才 :

) ,
+ 1甲(t , 了。 , 夕。, 夕: + 刁 ,

)一甲(t , t。, g 。 , 夕1

) 1

把(3
.

15 )和(3
.

2 4 )代入(3
.

2 5 )
,

可得到

(3
.

2 5 )

刀
。

}甲d 一甲 }乓
一

-

一一一
-

下万「
-

一- 下不
.

-

-
-
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s
)〕d

s

少

+ 才1 }:
. e x p
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〔, + 。(

:
)〕d ·

}
d ·

’

,百又可瓦司百反顽而呵
(3

.

2 6 )

从(3
.

2 6 )可得到下列定理

定理6 若
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·
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·
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}
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p

{{:.OO
d ·

l:.
〔“+ 。‘: , 〕d ·

}
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2 8 ,

则未受扰动的解(3
.

3 )稳定
.

定理7 若

1
, . “ T

3
‘, .

[丸+ g (s )〕d
s

一ao (3
.

2 9 )

则未受扰动的解(3
.

3 )不稳定
.

定理 8 若

l:0OO
d ·

〕二
〔, + 。(

:
)」‘

; 一 + -

{万一
p

{{二
以 + 。(

·
)〕d ·

}
d ·

/
。X p

{{:0OO
d ·

{二
〔, + 。(

·
)〕‘

·

卜
。
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.

3 0 )
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.

3 1 )
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则未受扰动的解(3
.

3) 渐近稳定
.

方程(3
.

1) 中的义和或 O是已知的
.

一般而言
,

(3
.

27 )~ (3
.

3 1) 各式是可计算的
.

因此可

估计 }, ‘一甲{的上界
.

上述方法不仅适用于线性方程
,

对非线性方程同样可行
.
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