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摘 要

本文利用H 变换和 St oc k es 变换
.

导出双变量函数及其偏导数在闭区间上完整的双级数表达

式
,

从而求得弹性力学中有限长圆柱体的轴对称问题的一般解析解
。

文中以轴向拉伸圆柱体为例
.

考虑不同的外力作用区域
,

分析了圆柱体上位移和应力的分布
.

本文所提的方法具有一般性
.

可以用来求解其它学科领域中有关柱坐标的轴对称边值问题
.

关. 词 圆柱体 双变量函数 弹性理论解 H 变换 S toc kes 变换

一 引 言
、 砂 伪 卜 」

近20 余年来
,

不少力学工作者致力于有 限或半无限长圆柱体弹性力学边值 问题的研究
.

文〔1一4] 把柱面 自由圆柱体轴对称问题的解
,

表示成特征函数的无穷级数
.

为了确定级数的

系 数
,

L i七U e和C hi ld s 【‘’给出了一个双正交关系
.

G re g or y 【‘’从弹性互易定理出发
,

导出

了一个普遍的双正交关系
。

用特征函数求解圆柱体边值问题
,

需要 解一个无穷线性代数方程组
.

为了确保数值计算

的稳定性和收敛性
,

文 〔6〕以 半 无 限 长圆柱体为例
,

研究 了方程组系数矩阵的对角优势问

题
,

并给出一种构造对角占优解的方法
.

类似地
,

M a y e s ‘7 ,
也研究了对角优势问题

.

用特征函数法
,

B e n t h e m 和 M in der h o u d 〔吕’
探讨了圆柱体位移固定端的角点应力奇

异间题
; R o b e r t 和 K ee r 【“

, ‘。’
研究 了端面给定位移的有限长 圆柱体轴对称和非轴对称的边

值问题
.

特征函数解的完备性有待进一步研究
.

人们还利用傅里叶分析法研究 圆柱体边值问题
.

早年的工作见 P ic k et 七
〔“ ’
的 文章

,

罗

祖道“ 2 , ‘”’等研究了有限长空心柱的几个具体问题
.

文〔14
, 1 5] 用其他方法探讨了圆柱体边值

问题
。

本文把 H 变换“ 。’和 S 七。c k e s 变换
〔‘7 ’应用到双变量函数

,

导出了函数及其偏导数在闭

区间上完整的双级数表达式
.

该表达式在径向是傅里叶
一

贝塞尔级数
,

轴向是傅 里 叶 三角级

数
.

从而求得任意边 界条件下有限长圆柱体轴对称变形的一般解析解
.

在算例计算 中
,

分析了轴向拉伸 圆柱体
,

外力作用于端面不同区域时的位移 和 应 力分

布
。
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本文所提的方法具有一般性
,

可以用来求解其它学科领域的有关柱坐标中的轴对称边值

问题
。

二
、

基 本 方 程

在弹性理论中
,

无体力圆柱体(图l) 轴对称变形的无量纲基本方程是
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0
, z 是柱坐标

, a ,

l分别是 圆柱体的半径和长度
,

E
, v是弹性模量和泊桑比

; “ , 。是径向和轴向位移 , a.
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一种新型的双重级数

H 变换和 S七。c k es 变换分别导出了单变量函数及其导数在闭区间上的傅 里 叶
一

贝塞尔

级数和傅里叶三角级数的完整表达式
.

在H 变换“‘’中
,

设函数f (豹的定义域为 0 ( 省( 1
,

则有
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和d
。
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.
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,

刀
。 = 刀坛

二A 。 ,

B 盖= 兔。C孟加
么,

把上式代入方程( 4
.

1) 并把 C 孟写成 C。 ,

得到

用 , n = 1
, 2 ,

⋯
}

( 5
.

5 )

( 5
.

4 )

( 5
.

5 )

得到

( 5
.

6 )

偿撰;汀雳默爪赢
,

。
一 2。一 1 )

”

( *
;
一 * : )*二

。一。

{器黑全献笑擞万黔蒸袜
。

,
, ( 5

.

7 a ,

b )

+ 2 ( 一 1 )
.

月
么a o C 。 = 0 协 , n = 1

, 2
,

⋯



有限长圆柱体轴对称问题的弹性理论解 9 0 9

把(4
.

2 )
、

(2
.

2 )
、

(5
.

2 )和(5
.

6 )式代入边界条件(5
.

3 a )和(5
.

5 a )
,

得到

(‘+ “, A
。+

勇
(ZA

。
+ “·U 一 / H · , + “

(
C

。+

具
C 。

/ H
·

)
一。

(1 + k )A
, + 乙 (ZA

。 + 几。U . 。

/ H
。
) + k {2(一 1 )

’
C 。+ a 。

班
。.

(5
.

8 )

+ 乙 〔z (一 1 )
“

叮
。 + a 。

附
。 ,

」/ H
。 }~ o 。= 1

,

2
,

⋯
跳 . 1

和

ZkA 。+ 2寿乙 (一 1 )
”
A

。
+ C 。+ 艺 (一 1)

“

〔2 (一 1)
“
C

。+ a 。

牙
。。J二

尸
汀。忿石

尹

吞〔ZH
。过。+ 几。U 。。+ 习 (一 1)

.

(ZH
o A

。 + 几。U 二 )j
” 一 1

+ C。 + 艺 (一 1)
“

〔2 (一 l )
”
C . + a 。

附
. 。

〕=
份 一 1

ZH 班
:
(标君

。
) 尸

一 瓜君
。

和叨
,

沉= 1
,
2

, · ”
{

(5一

以上的(5
.

7 a ,

b )
、

(5
.

5 )
、

(5
.

9 ) 式是关于四类系数 U 。 。 ,

牙
. 。 ,

A
。 ,

C . 的四组无穷方

程
,

在数值计算中
,

截取级数的一定 项数进行联立求解
,

可以确定上述系数
.

再利用 (5
.

6 )
、

(4
.

2 )式和(2
.

2)
、

(3
.

3 )
、

(3
.

4 )式
,

便能算出圆柱体的位移和应力值
.

作为一个特殊情形
,

令雪
。== 1

,

有J :
(久

。
)二 0

,

由方程(5
.

7 )
、

(5
.

8 )
、

(5
.

9)解得

U 。。
二附

。 。
= A

。
= C . = O 勿 , ” ~ l

,
2

,

⋯

A 。
吞

1 + 秃一 2 k2 兀 a 忿E
/ C

。
l+ k 尸

= 1 千寿二 乏矿 而叨
,

(5
.

10)

火
。

一令
一

A0
,

叽一皿君
c0

, 。 , , 一 ‘
, 2 ,

⋯

将上式代回(3
.

3 )
、

(3
.

4 )和(4
.

2 )式
,

得到圆柱体纯拉伸问题的级数解

J

井 ZH . , , , 二、 。一
, / , 。 / _

/
:

U

一
六

,

允
一 诬蔽一“、几·‘少, ”

、“、
‘ , ”

、“、
‘’ 、。 ’‘· ‘’“,

一 C 。

勇匹兴
“‘n “

·”’

o《占( 1
,

0《珍< 1 , (平)
, . :二 C

.

一 A
O

1
2 十

;
一

主势
1
(“

·‘
)],

晃
-

等
‘!
(几

“‘,
’

0 < 古< 1
,

0减勺《 1 ,

(5
.

11)

0 < 古< 1
,

0《粉簇 1 ,

(篇
一

)
。. 。, : 一通。

(誓)
; . 。 , : 一 ,

。

二门��异g犷别一a

,上‘弓

二一 A 。 ·U一雪

口牙
a叮

C。 ,
日牙

.

。, .

‘ ‘ 一

十 口气
O g

aU
口刀

0
,

0 ( 省
, 刀《 1



U一雪口U
. ,

U
.

,

a牙
内’

一

砧
一

十 “畜十 “ 白不
,

ae
日U
存共羚 十

口互

+ k

福 保

口平
口刀

刀F‘虫于
�

日/妞、气一刀a , 二 k ‘飞一 十
O g

aU
,

U
.

佗
‘

十
自

口牙
口叮

+ 归
漂)

如果住意到以下的关系式
:

君= 一 万
ZH . ; / ,

一
, -

一
J l气汽价 g 少

几仇

0 ( 睿< l
,

(右) : . ; = 1

( 5
.

1 2 )

书 2 (一 1)
.

,I = 一台 一
、

可一

“‘““
’“, 0 ( 。< ‘

,

(。,
, ‘ 1

一

」
则级数解( 5

.

11) 实际上就是 圆柱体纯拉伸问题的封闭解 :

k l 尸 、
。 , 二,

1 + k / 尸 、 、
LJ = 一 f 厂1 一 ; 石及厂飞牙二1 万八

一

,白,

沙 ,
一

f 二
.

了一下二〔犷几一二二恋云 了一 ,刀 l
‘丫 ”一“

‘、““ “ ’

“
个 “一“

‘ ““ “ ‘

(
尸

_ _ _
,

_ .

1
口, 一而密户 “‘一叮 e 一“ , 一 U, 。气‘ ”气 ‘

{

( 5
.

13 )

为了考察本文级数解的收敛速度
,

表 1 给出数值结果
,

其中N 是级数项的 控 制 数
,

即

。 , ”二 l , 2 ,

⋯
,

N
.

计算中几
.
取J ;

(幻的前40 个正数零点值
,

用文〔18〕的程序计算零阶
、

一阶贝塞尔函数值
.

由表 1 数值可见级数解的收敛速度较快
.

斑1 目柱体纯拉伸问口的解 ( v二 。
.

3 )

222 000 4 000 6 000

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 0
.

19 9 444444444444444444444444444((( U )盖
一。

.

。 . , 一。
.

,
/ (p 加

。ZE ,
))) {

_

一 。
·

, , 6 8 _

..... 一 0
.

2 0 0 333 一 0
,

2 0 1999

(((附 )‘
一0 .

卜 , 一0 .

。
/ (P / , a . E

’

))) 0
.

6 5 1 777 0
.

6 6 2 444 0
.

6 6 5 999 0
.

6 7 3 111

对于图 2 所示的圆柱体拉伸问题
,

分别 取径 长 比刀= l
,

0
.

5
,

载荷作用区域半径 氛二

0
.

5 ,

0
.

25
,

级数项控制 数 N = 40
,

利用电子计算机计算圆柱体上的位移和应力
.

图 3 给出

横截面冲= 0
,

0
.

25
, 0

.

5 , 0
.

75 上的位移和应力分布曲线
.

在图 3 的( a) ( c) 图中
,

各横截面上的位移和应力变化较大
,

且存在着剪应力介 ;
.

这说明

端部外载的分布对较短圆柱体内的位移和应力分布的影响比较大
.

在图 3 的( b ) ( d )图中
,

靠

近端部的横截面上 (叮二 0
.

7 5 )
,

位移和应 力的变化较大
,

且剪应 力也较大
;
但在离开端 部 的

横截面上(粉= 0
.

5 )
,

位移和应力的变化就趋于平缓
.

在远离端部的横截面 (叮~ 0
.

25
,

0)
,

径

向位移随径向坐标呈线性变化
,

轴向位移和正应力为常数值
,

剪应力趋于零
.

这说明
,

对于

较长的圆柱体
,

合力相同的外载的分布形式不同
,

只对靠近加载端的横截面上的位移和应力

分布有影响
,

而对于离开加载端一定距离的截

面上的位移和应力分布几乎没有影响
.

这就证

实了圣维南原理的正确性
.

表2给出了不 同径长比 刀和加载区域 半 径

蜜
。

的圆柱体的位移( U ) :
. , , , 一 。

和 (砰 ) ; . 。, , 。 ;

的

计算值
.

衰2 . 柱体的位移( v 二 0
.

3 ,

N 二 40)

(梦)‘
一 : , , 一。

(尸加
。. E ’

)

(砰殆
一。 . , ·:

( P加
a , E ‘

)
日\

。
、

\
\

2 5 { 一
5

1
- :::;

一 0 6 5 46

一 0
‘

6 0 1 3
i{

2

1
匕汤4 勺 :;;:
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