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摘 要

本文讨论了复补算子的不动泛系定理
,

给出了泛浑沌与泛怪引子的存在条件
,

进 而利用所得

结果证明一些关于多值映射的不动点定理
,

后者补充与发展了K ak ut
a
ni 的结果

.

关趁饲 复补算子 泛浑沌 泛怪引子

一
、

引 言

不动泛系定理是一类刻划广义转化下的广义稳定性
、

平衡性与相对不变的集合
、

结构与

性状的定理
〔‘一”’ .

关于泛系运算不变的集合是不动泛系定理所研究的具体内容之一
,

所以不

动泛系定理补充和发展了传统的不动点理论
,

它不需要诸如线性
、

连续性
、

紧性
、

凸性
、

拓

扑性等这样一些苛刻条件
,

在泛系方法论框架下
,

文〔3 〕用新的观点研究非线性问题
,

引入

了一些新概念
,

文〔1
, 2〕指出对泛浑沌

、

泛引子与泛怪引子的研究可转化为对一类子集的研

究
.

本文主要讨论 泛浑沌与泛怪引子的存在性并对多值映射给出一些不动点定理
,

从而补充

和发展了K a k u 恤ni 等人所获得的有关成果
.

设G 为非空集
,

G 上的二元关系是‘ x G 的一个子集
,

对 g c G x G
,

D c G
, 二 , , 〔刀定

义下列运算
二

o

夕二 {夕〔G !(x , 夕)〔夕}
,

D
o

夕= U 二
0

9 = {夕〔G ! 3 劣〔刀
,

(二
,

v )(夕}
,

口 〔 O

g , , = {二〔G }(二
, g )屯g }

,

g , D ~ n 夕
, g = 王x 〔G }V , 〔刀

,

(x , 夕)〔g }
, 〔 D

类似地可定义夕
。

夕, 夕
O

D
,

x . 夕,

I ), 夕
.

容易看到

(1
.

1)

夕. D = G 一 g
o

D
.

因此
,

我们称这种由(1
.

1) 所确定的对集合的运 算为复补算子
.

定义 1
.

1‘3 ’ 设 g c= G x G
,

D c= G
,

D
么

n g 二小
,

则称D 为关于g 的泛浑沌 (或内稳 定性 )
.

.
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若对所有的x 〔G 一 D
,

, 夕n D 手必
,

则称D 为关于 g 的泛引子 (或外稳定性)
.

若D 同时为关

于 g 的泛浑沌与泛引子
,

则称D 为关于g 的泛怪引子 (或核 )
.

文〔l] 已证 明定义1
.

1与下述定义等价
:

定义1
.

2 若刀c= 尹D
,

则称刀为关于 g 的泛浑沌
.

若D o g , D
,

则称D 为关于g 的泛引子
.

若D = 尹D
,

则称D 为关于g 的泛怪引子
.

从定义 ]
.

2可以看到
:

泛怪引子
、

泛浑沌与泛引子分别对应于下列三类不动子集

F S :
(g )= {D ID 〔G

,

D 手小
,

D ~ 夕。D }
,

F S :
(g )= {D !D 〔G

,

D 铸小
,

D 〔 g , D }
,

F S ,
(夕)= 魂D ID 〔G

,

D 笋小
,

D , g 二 D }
.

二
、

存 在 定 理

从复补算子的定义容易得 出
: 若 g 是G 上的半序关系

,

则尹G 就是半 序 集 (G
,

功 的所

有极大元之集
.

所以当g 为一般的二元关系时
,

尹G 的元素可 以看成G 的广义极大元
.

若 g , G 特小
,

令刀叠 g , G
,

则D 二 g 二D
.

于是有

定理2
.

飞 若 g , G 手小
,

则D 叠 g * G 是关于 g 的泛浑沌
.

条件C 若不存在 {x ‘〔G l‘= 1 , 2
,

⋯ }使 (二
‘,

x ‘十 ,
)〔夕

,

则称g 满足条件C
.

定理2
.

2 二元关系 g 满足条件C的必要充分条件是对任意的D C G
,

有

(g
, D )门D 沪小 (2

.

1 )

证 充分性 设存在 {x ‘〔G li= 1
,

2
,

⋯ }使 (二
‘,

二‘十 :
) 〔9

.

令D 。= {x
, ,

x : ,

⋯ }
,

显

然 D
。
笋中

,

(g
, D

。

) n D
。

~ 小
,

此与(2
.

1) 矛盾
.

必要性 设有口的非空子集刀
,

使(g o D ) n 刀~ 小
,

取 x ,
〔D

,

则x ,

〔g , D
,

由复补算子 的

定义知必有x Z
〔D 使(二

: , x :
)〔a ,

显然二
:

〔(夕
, D )

,

这就意味着有二
。〔D 使(x Z , 二。

)〔夕
,

而 x 。〔

(夕
. D )

,

如此类推
,

得出{x ‘〔G }i= 1 ,

2
,
⋯ }使(x ‘,

二‘+ ,

)〔g (i= 1
,

2
,

⋯ )
.

亦即夕不满足

条件C
.

这一矛盾证 明了(2
.

1) 的必要性
.

定理 2
.

3 若一元关系刀满足条件C
,

则存在G 的非空子集 D
,

使D 一夕二 D
.

证 设尸(G )为G 的所有子集按包含关系构成的半序集
.

因 g 满足条件C
,

则 由定理 2
.

2 知

D
‘

自夕
, G 沪中

,

目D
‘

C g , D
‘ ,

D
‘

C g ,
(夕

‘D
‘

)
.

令

B 一 {U 〔G {U c g , U
,

U C g ,
(g , U )}

,

因D
,
〔B

,

知B 笋小
.

下面证 明存在D 〔B
,

使D ~ g 二D
.

设M 为B 的极大链
,

令 D = U U
.

为证明D 〔B
,

首先证 明D 二尹(尹 D )
.

因为M C B
,

故
U 赶鑫矛

对任意U 〔M
,

U C , 袱口; U )
,

于是

U U c= U 夕
. (夕. U )

,

U 〔皿 U 忆
万

D C U 夕
,
(夕

, U )
.

另一方面
,

对任意U 〔M
, g 二

(g , U )仁 g 。(夕
, D )

,

所以 LJg
,
(g , U )〔尹(g , D )

,

得D C 夕, (g , D )
.
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现在证明D c 尹D
.

假若D 牛g , D
,

注意到D 二 U X
,

就有尹D 二 n尹X
.

这 就 意味着有
X C万 X 〔盆

U〔M
,

使D 件 g . U
,

即 g , U 不可能 是 D ~ U X 的上界
.

因而存在犷〔材使犷大尹 U
.

因为U C=
X 任万

尹 U
,

犷C 尹厂
,

且M是一链
,

故抑或U 已犷
,

抑或犷c U
.

因为厂布尹U
,

故 V 牛U
.

如果 U C

厂
,

则有g . U o g . 犷D 厂
.

这 与厂戊 g. U 矛盾
.

故D c g , D
.

这样
,

我们证 明了 D 〔B
.

最后还需证明D ~ 尹D
.

设D 为尹D 真子集
,

则牙叠尹D 一刀铸小
,

目g , D = D U班
,

故夕,
牙。夕*

(夕
。D )。D

.

{lj定理 2
.

2 ,

H叠(g 二砰)门砰 手小
,

因此 g ,
才。 D U

万
,

g ,
H 〕 g 二万D D U H

,

今 D
‘
二 D 日H

,

则 g 二 D
‘
二 (g

, D ) 门(g
.

H )D D U H ~ D
‘ ,

又

a , D
‘

C g , D 一D U那
,

因此 g ,
(夕

二D
‘

)〕 (g , 1〕)自(g (
,
那 )D D U l了= D

‘ ,

故D
‘
〔B

.

因为D
‘

。D
,

故对任 意 U 〔M 均有D
‘

D U
.

这样
,

M就不是B 中的最大链
,

此与假设矛盾
.

证毕
.

现设 g 不满足条件 C
,

即存在 {为〔G }i ~ 1
,

2
,

⋯ }使 (x ‘,
二‘十 ;

)〔9
.

由此
,

则对任意的 ,

> 2
,

俨手中
.

于是有

定理 2
.

4 设有正整数m 夕 2
,

使g ‘二小
,

则存在G 的子集D
,

使D ~ g o D
.

由复补算子的定义
,

不难得到下列结果

定理 2
.

5 设夕〔D C G
,

夕= G
Z
一 g ,

则

1 ) 尹夕, 夕
o

y
.

2 ) 尹夕D 尹D
.

利用 以上结论
,

我们来研究多值映射的不动点定理
.

设f为从G 到G 的多值映射
,

f的图象

U 一 {(,
,

夕)1, 一f (二) }

是G 上的二元关系
,

若 g 二‘“一 U
一 ’

满足定理 2
.

3的条件
,

则存在D c G
,

D 特小
,

使 D 二尹D
.

这样
,

对任意 x 〔D
,

有 x 〔g . D 仁夕。x 二 U
一 ‘。二 ~ f(二 )

。

于是有

定理2
.

6 设f为G 到G 的多值映射
,

f的图象为U
,

如果 g = G
“
一 U

一 ‘

满足定理 2
.

3 的 条

件
,

则必存在 x 〔G
,

使二
盯 (劝

.

同样
,

由定理2
.

4可得

定理 2
.

7 若f为G 到G 的多值映射
,

U 为f的图象
,

g 二G
“一 U

一 ‘
_

且g ” 二小 (。》2)
,

则必

存在 x 〔G
,

使、〔f(x )
.

、

鑫.扮万

三
、

条件C的某些特殊形式

本节
,

考虑 G 为有限集
,

即 }G }二刀 < 十 OO 的情形
,

目的在于给出一些条件 C 的等价条

件
.

定理 3
.

1 若 g 满足条件C
,

则了 n l ~ 小
.

证 设 g ‘

门I 笋小
,

贝{J有正整数
n
存在

,

使 g ”

自I 手小
,

因而有魂二
‘〔G l‘== o , ]

.

, 2 ,

⋯
, n 一 l卜

,

使。
‘, x ‘+ ,

)〔g
,

令g 。。 * ‘二戈 ‘
(i~ o , l ,

2
,

⋯
, n 一 l ; k~ o , 1 , 2 ,

⋯ )
,

则对无穷序列夕
。, 夕, ,

夕2 ,

⋯
, 夕。 , y 。 十 , ,

⋯有勿
‘,

夕‘十 ,
)〔g ,

此与 g 满足条件C矛盾
.

证毕
.

我们注意到
,

定理3
.

1的证 明并不需要 口为有 限集的假设
,

但是这一条件对于定理3
.

1的

逆定理的证明却是必不可少的
。

定理 3
.

2 若少 n l = 小
,

且g 不满足条件C
,

则必存在 {为〔口 }i二 1
,
2

,

⋯}
,

使

王) 若j== i一 1
,

则(二, , 二 ,
)〔g ,
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r口,.

2 ) 若(二 , , 二 .
)〔夕

,

NIJ i> j
-

证 由于 g 不满足条件C
,

则必存在王为〔G lf二 1
,

2
,

⋯}
,

使 (二
‘, 戈‘十 、

)〔9
.

由此
,

当 了二 f

+ 1时
,

(为
,

为 )〔9
.

现证明
,

若(‘
,

介 )〔g
,

则P> q
.

若不然
,

则有P镇 q
,

于是有子列 劣, ,

, p 十 ; ,

⋯二。
,

使(x
, , x , 十 ,

)〔夕
,

(二
, 十 : , x , 十 :

)〔夕
,

⋯
,

(x 。一 : ,
二 。

)〔g 以及伽
。 , 劣 ,

)Ca
.

这样就

有
:

(二
, ,

二 ,

)〔扩 (
。= g 一P十 1 )

.

此与护 n l二小矛盾
,

证毕
.

定理 3
.

3 若 1口 != N < 十OO
,

且扩 n l 二小
,

则 g 满足条件C
.

证 设条件C不成立
,

则有 {二 ,〔G l‘一 1 , 2
,

⋯ }
,

使 (
x ‘,

二 ‘十 :

)〔g
,

可以证明魂二
‘} 的元素

互不相同
.

若不然
,

必有正整数P
,

q ,
P< g ,

使二 , ~ 二。
.

由 此
,

(x
, ,

二 , 十 L

)〔g
,

(x 。,
x , 十 :

)〔

g
。

根据定理3
.

2
,

得g < P + 1
,

即 q( P
.

此 与P < g 矛盾
。

由此可知 {二‘}是由 G 的无 限个互不相

同的元素组成
。

而这与定理的假设相矛盾
.

证毕
.

推论 1 设G 为有限集
,

且 g ‘ n l二小
,

则有非空子集D C G
,

使D ~ g , D
.

定理 3
.

4 设 }G }二N < 十阴
,

则犷门I~ 中
、L

讨主仅 气

g 万= 小
.

(3
.

1 )

证 必要 性 设夕
‘

自I = 小
.

但夕N 铸小
.

则必有 {x
‘
〔G li二 o , 1 ,

2
,

⋯
,

N } 使(x
‘, x ‘十 :

)〔g ,

利用类似于定理3
.

3的方法
,

可 以证明{x
‘

}由N + 1个元素组成
,

这与 }G {= N 矛盾
.

充分性 设 g 万二小
,

而少门I铸小
,

则存在硬笼1
,

2
,

⋯
,

N }使砂 门I手小
.

即存在丸〔G 使(幻
,

x 。

)〔护
.

由此可得g 夕 笋小
.

此与(3
.

1) 矛盾
.

证毕
.

推论 2 设 }G !二 N < + oo 且 g 万手小
,

则有非空子集D C= G
,

使D 二尹D
.
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