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摘 要

本文讨论了含小参数￡> 0的二阶非线性奇摄动无穷边值问题
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一
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引 言

文〔1 〕~ 〔6 〕曾以拟线性双曲型方程组R ie m a n n 问题间断解的展平为背景
,

讨论 了某

些二阶拟线性奇摄动无穷边值间题
.

本文拟就含小参数
。> 。的一 般二阶非线性奇摄动无穷边

值问题
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具有适当光滑解的情形进行某些探讨
.

可想而知
,

这对于过渡到具有间断退化解的一 般二阶

非线性无穷边值问题的奇摄动这一较为困难的问题的研究
,

也将会是有益的
.

设I为某区间
.

如所周知
,
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,
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,
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; 若存在函数里(劝〔C
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,

使得
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(二)》 f(x
, 四(二)

, 四 ‘

(戈)) (二〔I )
,

则称色(劣)为方程 (1
.

1) 于 I上的下解
.

若上述两不等式中前 (后 ) 一不等式于 I 上恒严格

江福汝
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戴世强推荐
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成立
,

则称口(x) (四 (劝 )为方程 (1
.

]) 于 I上的严格上 (下) 解
.
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,

若 四(劝 < 。(x )

(二〔I )
,

并且f (二
,

夕 , :
)于区域

G = 蓬(x
, y , :

) l二〔I
, 鱼 (戈 )( 夕簇口(二 )

,

1
2
1< co }

_

L连续
,
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则必不 相切
.
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首先对具有较一般的退化解的情形讨论了边值问题 (1
.
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、
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.
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、
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、
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,

就具有定常退化解的情形对上述问题 作了进一
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该文中还讨论了上述边值问题解的唯一性
.
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( x )
.

无妨设 ( 2
.

2 ) 式于 d / 2 ( 二 < co 上一致地成立
.

则不难证明在占/ 2《戈 < oo 上一致地有

{努
q ( x , “

) 一 o ( 2
·

1 2 )

由 ( 2
.

1 1 ) 式及u( x )的光滑性易见
,

存在
c > 。,

对每一充分小的
e > O

,

恒有劣 .

〔(占/z
,
3J/ 4 )

,

使得 }。(二
, 。) l(

c / d
.

再依条件H :
便得

,
·(X

, 己) !、含
e x p

〔
一

售
( 二一小杏{:,

!。( , , ·) !·x p

【
一

鲁
(X 一 , )

]
d ‘

(价《劣< aO )
。
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据此及 (2
.

1 2) 式立见 (2
.

3) 式成立
.

定理证完
.

若再假设

H
6 :

于。( 二< oo
,

}g 一 u( x )}( M上恒有

f
,
(x

, y , u ‘

(二 ))> o ;

或者将条件H
‘

更之为

H
。:

存在l
,

A > O
,

以及a > l/ k
,

使得

If
,

(x
, 夕 , 。 ,

(二 )) !( l (o( 二< co
,

!夕一
u
(x )}《M )

,

!f
二

(二
, u
(x )

, u ‘

(x 川 十 }f
,

(x
, u
(x )

, 。‘

(二 ) }( A e x p [ 一 a 二〕

则还将获得边值问题 (1
.

1 )
、

(1
.

2 。)之解的渐近估计式
.

定理2 假设条件 H
,

~ H
。

成立
,

则 当 e > 0 充 分小 时
,

边 值 问 题(1
.

y = 夕(二
, 。
)

,

并且

(0 ( x < co )
,

1 )
、

(1
.

2 。)有解

!, (二
, ·
)一(X ) :、 }a

。

一(。) !e X p
卜

·, / : e x p

「
一

噜
/

〕
+ 一

(0《戈 < oo )

}, /

(X
, ·

卜一 (X ) }( t
e X p

「
一

雪
/

〕
+ ⋯ (

·
、二< OO )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

其中e ‘

(i二 1
,

2
,

3
,

4 ) 为正的常数
.

证明 按定理 1 的
一

证明知
,

存在R > O ,

使得

!“叹男 ) }< R (O( 劣 < OO )
.

选取 介> 万
,

使得 (2
.

5 ) 式 成 立
.

根 据 条 件 H
Z ,

H
。 ,

存 在 乙> 。
,

使 得 当 。成x ( 二。
,

, , 一 “
(x ) }( 对时

,

f
,

(二
, 夕 , u 尹

(二 ))> 1
1 ,

并
_

巨

N

k J 一 l

_ _

R
e x p L 一此

。」夭 2 1
1 (2

.

1 5 )

令

。 , , 。

(二 )二
u
(二 ) + !a

。一。
(o )}e x p [久二〕+ 交

“
(”( 二《’。

,
’

旦 , , ,

(x )=
u
(x )一 }a

。一 u
(o)】e x p [几x 〕一 份

(。。。
。

,
·

其中 又~
一寿一 斌 k

么+ 4 0 1
1

2 巴

.

则当。> o充分小时
,

四 , , 。

(二 )<
u
(二)< 口

: , 。

(劣 ) (0( , ( x 。)
,

口 :
, 。

(二)《
u ‘
(二)( 鱼 ;

, 。

(二 ) (o簇 x < 二。)
;

从而

同理
,

此外
,

f(二
, 面 : , 。

(二 )
, 。 :

, 。

(二 ))> 一 k(‘ ;
, ,

(二 )一
。I
(二 )) + I

;

(亩
, , 。

(二 )一
。
(戈))

一 e R + 。“11

(二 )=
。石叮

, .

(
x
) (0《二< 劣。)

;

f(x
, 里 : , .

(二 )
, 鱼二

, .

(二))<
。里了

, .

(二 )

显而易见. 、, .

(0)( a 。< 亩 : , .

(0 )
,

记

(0《戈 < 二。)
,
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望 : , .

(x
。

)一
u
(二

。

)= 刀
:
(
。
)

,

历 , , 。

(二
。

)一
u
(x

。

) ~ 刀
2

(
。) (2

.

1 6 )

R
l勺

一一
lim
已一户 0

刀
,

坦 ~ lim 几(
“
)

e

峥 。 忍
(2

.

1 7 )

不 言而喻
,

1im (鱼 ;
, 。

(二
。
一 。) 一

u ‘
(x

。

))一 lim (石 ;
, 。

(二
。一。)一

u ‘

(二
。

))= o (2
.

1 8 )

并且
,

(2
.

1 0) 式成立
。

今按与定理 z 中构造 历 , , 。

(x )
,

因 , , 。

(x )完全相同的形式依次作 出函数面
: , 。

(二 )
, 9 2 , 。

(x )

(x
。

( x < co )
; 而其中的记号

,

除刀
l ,

刀
:

的意义如 (2
.

16 ) 式以及正的 常 数 M
,

< 寿R / tll
l

之

外
,

余者一概如定理 1 的证明中所述
.

于是
,

注 意(2
.

5 )
,

(2
.

1 5 )
,

(2
.

1 7 )
,

(2
.

18 )式
,

仿

定理 1 便不难证明当
。> 。充分小时

, 历 2 , 。

(劝
,

¼ 2 , 。

(劝 分别是方程 ( 1
.

1) 于 叶
。 , co )上的

严格上
、

下解
,

并且

丝 : , 。

(二 ) < u ( 二 ) < 9 2 , 。

( x ) ( 二
。( 二 < co )

,

9 1 , 。

(二
。

) = 四2 , 。

( x 。

)
, 必 :

, 。

( 二
。一 。) < 贝 ;

, 。

( 二
。十 。)

,

石 , , 。

(二
。

) = 面 2 , 。

( 二
。

)
,

面 {
, 。

( 二
。
一 。) > 历 二

, 。

( x 。+ o )
.

记

g
。

( x ) -

石
。

(戈 ) =

{
四 , , 。

(二 )
,

鱼 2 , 。

( x )
,

毛
石 ; , 。

( x )
,

面 2 , 。

( % )
,

( o ( x 簇 x 。

)
,

(二
。

( x < co )
,

( 0 ( 二簇x 。)
,

( x
。

簇二< OO )
.

则 由引理 1 立见
,

当: > O充分小时
,

边值问题( 1
.

1 )
、

( 1
.

2。)存在解y ~ 叭二 ,

习满足

g
。

(劝 ( 叭劣
, 。 )簇历

。

(劝 ( o ( 二 < 。 )
.

据此易见 ( 2
.

13 ) 式成立
.

今往证 (2
.

14 ) 式成立
.

事实上
,

由H Z ,

H
‘

及“( 二 )的光滑性知
,

存在 D > O ,

使得

If
,

( x , 夕 , u ‘

( 二 ) ) }簇D ( o ( 二 < 。
,

I, 一 u (二 ) !《M )
.

此外
,

仿定理 1 的证明
,

存在
。> o ,

对每一充分小的
。> o ,

恒有 从以。, 。 )
,

使得 }犷 ( 二
, , e)

一 u, ( 二
.

) !( 。/ 。
.

于是

!。,

(X
, ·)一 ( 二 ) !、呈

e x p

卜: (一
。

)l
一。。一 “ (。) }。X p

卜:
·

l{
“ e x p

卜
e , t〕J tDee e

十

+ (一D + R ,! ( 二一 , )」
d ‘ ( 二

e

、二 < OO ,
·

故 (2
.

14)

定理 3

夕= , ( x
, 。)

,

式成立
.

定理证完
.

假 设条件H , ~ H
。 ,

H ‘成立
,

则当。卜 。充分小时
,

边值问 题 ( 1
.

1)
、

(l
.

2。)有解

并月

}、( ! , ·)一 (二 ) }、一
。

一 (。) , e x p 〔· 1二 : e x p

卜誊
X

〕
+ c : 。e x P〔一“J ( O ( 戈 < OO ) ( 2

.

1 9 )
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一。‘
(x

, 。
)一

u ,

(x ) x(
一

令

为 礼

e x p

卜噜小
一 e x p

!一食
一」

+ 一

(
。
《x < oo ) (2

.

2 0 )

其中
c ‘

(i = 1
,

2
,

3
,

4
,

5 ) 为正的常数
.

证明 根据假设
,

按 (2
.

10 ) 式的证明知
,

存在N > o ,

使得

10
1,

(二 )l< N e x p 〔一ax 〕 (o( x < OO )
.

面
。

(x ) =
u
(x ) + }a一

。
(o) 1e x p〔几x 了+ N

o
e x P〔一ax 〕

里
。

(x ) =
u
(
二
)一 {a

。
一 。

(o ) }e x p仁久二〕一刀
,
e x P仁一 a 二」

(O( x < oo )
,

(0《劣 < oo )
.

其中 几‘
一 寿一斌 护二 4刁

2 e

己
N

ku 一 I一 。口 2

.

由于当。> o充分小时
,

N
。

> O
,

以及

lim 根据引理 1 便不难证明当
。> o 充分小时

,

边值 问 题 (1
.

1)
、

(1
.

2 。)有解
2

工

k

一一
、、.产寿一己

十
.

滩

J
了.几、
、

, = 试二 , 。
)

,

并且满足 (2
.

19 ) 式
.

据此
,

仿 (2
.

1 4 ) 式的证 明便知
,

当 。> O充分小时
,

}。
‘
(二

, 。
)一

“‘
(“ ) }、落

一
e x p

一五(二一二
.

己

)l
十 刀外一叭叨 {二

。

一 p 〔一‘〕一 p

[
-

+ ‘一‘+ N )
{

e x p
卜

。,〕e x p
「一五

一 一 一
L 己

譬
,

〕
e x p

卜雀
一

(二 一‘,」
d ‘

(二 一才)〕
d ‘ (二

·

、x < OO ,
.

其中 为〔(0
,

力
; c > 0为常数

.

从而 (2
.

2 0) 式成立
.

定理证完
.

下面来讨论边值问题(1
.

1)
、

(1
.

2 ,

)
.

以下将条件 H
:

中 }城0) 一 a 。

!< M 这一限制条件去

掉
.

并仍 以H Z记之
.

引理 2 假设条件 H l ,

H :
成 立

.

若存在方 程 (1
.

1) 于〔O
,

OO )上的上解 面 .

。)与下解

g
。

(x )
,

使得

一M 《里
.

(二)一
“
(x )簇 0《石

。

(二 )一
“
(二 )《M (o《x < OO )

,

亩 二(o)成a :
( 级二(o)

, 9 .

(闪 )= 云 .

(oo )
,

则边值问题(1
.

1 )
、

(1
.

2 ,
)有解夕一夕(x

, 。
)

,

并且

粤
一

(x )《夕(二
, 。
)( 历 .

(劣) (0簇x < oo )
.

证明 记

牙 = 笼(x
, y , 二

) !O《x < OO
,

一OO < y , 二 < OO }
。

对于(x
, y ,

劝(牙
,

定义

F (一 ”, ·, 一

{
f(x

, 。
(x ) + M

, z
)

,

f(戈
, , , :

)
,

f(二
, u
(二)一M

, 之)
,

(夕)
u
(x ) + M )

,

(}夕一
。
(二) }《M )

-

(夕<
。
(二)一M )

.

则F (x
, 夕,

习为定义于 牙 上的连续函数
.

根据文〔1 0〕定理 5 并借助适当变换容易证明
,

对任

一 自然数
n ,

边值问题

{
“

竺
夕

’

,

二F (二
,
y

, y ’

)

(0)

存在解g 二夕
。

(二
, 。
)

,

= a ‘, 夕(n )=
。
(”)

满足不等式
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9
.

(二 )《 , .

(二
, 。
)( 历

.

(二) (o《 , 《 n
)

从而由F的定义立见
, g = y。(劣

, 。
)为边值问题

{
e夕“

== f(x
, 夕 , 夕产

)
,

y 产

(0 )二 a : , 夕(
n
)=

。
(
n
)

的解
.

显 然
,

{夕
。

(O
, 。
)}存在收敛子序列

,

记其极限为亡
, .

于是
,

仿引理l的证明便知
,

方程

(1
.

1) 之 满足初始条件 , (0
, 。
)~ 亡

. ,

, 尹

(0
, 。
)二 a , 的 解 y二夕(x

, 。
) 即 为 边 值 问 题 (1

.

1 )
、

(1
.

2 ,
)之满足所要求的不等式的解

.

定理 4 假设条件H
工

~ H 3 ,

几
‘

成 立
,

则 当
。> 0充分小时

,

边值问 题(1
.

1)
、

(l
.

2
*

)有解

y = 夕(x
, 。
)

,

并且

, , (二
, ￡

,一(二 , ,《
一

璧
一

}a l

一
‘

(0 , }·x p〔一〕。x p

卜睿
二

}
+ e : ￡e x P〔一ax 〕 (O( 二 < co )

}。
,

(X
, ·

卜一 (X ) }、 }a !

一 (。) }e x p

卜鲁
二

〕
+ ·。· 〔。、X < OO )

(2
.

2 1)
Z

(2
.

2 2 )

其中 。 (f二 1
,

2
,

3 ) 为正的常数
.

证明 令

。
.

(二)一
。
(x )一贵}

a : 一 u ,

(。) :e x p 〔“x : + 二
,
e x p 〔一 o.x 〕 (。、x < OO )

,

1
. , , _ 、 _ , 、 二 , _ _ , _

_

g , 、x ) 二 u 气x ) + 万la
, 一 “

‘

气U ) 1e X p L人劣」一 J V
·
e x p L 一ax J 又0乓戈久 OO )

·

其中几
,

N
.

的意义均如定理 3 证明中所述
.

不难验证 当
。> o 充分小时

,

石 。

(x)
, 少

,

(劝满足

引理2所要求的全部条件
.

从而
,

边 值 问 题 (1
.

1)
、

(1
.

2 :

)存 在 满 足 不 等 式 (2
.

2 1) 的解

夕‘夕(x
, 。
)

.

容易看出
,

当。> 0充分小时
,

}。
,

(二
, ·
)一 (X ) }、 !a

,

一 (。) !e x p

〔
一

:
二

」
+

攫
一

!
· :

一 (。) }
!:

e x p 〔·
, , 〕e x p

[
一

誊
,

l
e x p

卜
一

会
一

〔二 一才)〕
d ,

+

{:
(一‘e x p 〔一

,〕+ !二 (, )。)e x p

〔
一

粤
(二一‘)〕

、, (。、 , < 一)
.

据此易见 (2
.

2 2 ) 式成立
.

证毕
.

二
、

具有定常退化解的情形

本节就边值问题(1
.

1)
、

(1
.

2 ‘)(i二 o
,

1)的退化问题(1
.

3 )
、

(1
.

4 )具有定常 解 (无妨设

其为零解
—

此时
,

自然刀= 0) 的特殊情形作进一步讨论
.

即考虑边值问题

{
。, ”

= f(x
, u , 沙‘

)

, “’(o )二 a ‘, 夕(. )= 0

(1
.

1)

(1
.

2‘)
尹

当。= O时
,

上述边值间题退化为
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万
。一 f(x

, “ , “‘
)

、u (OO )= 0

(]
.

3 )

(1
.

4 )
尸

今以 H : (了~ 1 , 2
,

3 )表示如下条件
:

H {
:
f(二

, 夕 , 二
)在区域

口
‘
= {(二

, 夕 , z
) }O( 戈 < OO

,

}夕}《B
,

】
二
}< oo }

上连续可微 (其中 B > o 为常数
,

且对于边值问题(1
.

1)
、

(1
.

2 。)
/

而 言
,

B > !a
。

!)
,

并且满

足N a g u m o 条件
.

H ;
:
存在存> o ,

使得

f
:

(x
, 夕 , :

)( 一 k
,

(x
, 夕 , z

)〔犯
‘ .

H 二
:
f(x

, o , o)三 。 (o( 二 < OO )
.

条件H 二表明
,

退化问题 (1
.

3 )
,

(1
.

4 )
‘

有解
u 三。(o( 二< oo )(再 由 H 夏

,

H ;可知此零解是唯

一的)
。

引理3 假设条件 H ;
,

H ;成立
.

若存在方程 (1
.

1) 于印
,

co )上的 上 解石
。

(x )与下解

g
。

(二)
,

使得
一 B ( 因

。

(x )( 0( 员
。

(x )( B (o( x < co )
,

坦 。

(0) ( a 。( 历
。

(0)
, 面

。

(OO )= 鱼
。

(oo )
,

则边值问题 (1
.

1)
、

(1
.

2 。)
‘

有解夕= 夕(二
, 。
)

,

并且

四
。

(x) 《y( 劣 ,

约( 币
。

(劝 (。( x < oo )
.

证明 根据引理 1 的证明
,

并将文〔1 1」定理7
.

3的证 明略加变通便不难完成 本 引理的证

明
。

定理5 假设条件H 二~ H 二成立
。

若

f
r
(二

, 夕, o )) o (o( 二 < OO
,

}夕}( B )
,

则对任一
。> o ,

边值问题 (1
.

1 )
、

(1
.

2 。)
产

恒有解夕= , (x
, 。
)

,

满足

l。(二
, 。
) !、 }。

。
}。x p卜粤

二

1 (。、二< OO )
;

l~ 口 J

若还假定f
,
(二

, , ,

0) 于o( 二 < co
,

}川 ( B 内上方有界
,

则

!。
,

(/
, ·
) }、 窄

一
e x p

〔
一

含
二

〕
十 C : e x p

卜氛
一〕 (。、二< 叫

.

其中 自(‘~ 1
,

2) 为正的常数
.

证明 令
‘

.

(X )一 }a
。

}e x p

卜全
X

I (。、X < OO )

。
·

(X )一 }a
。

!e x p

卜含
X

}
(。、 x < 一)

,

则根据 引理 3 并仿 (2
.

2 0) 式的证明便得所证
.

定理6 假设条件 H 卜 H ;成立
.

若

f
,
(二

, , ,
0)> o (o或 x < oo

,

}, }簇B )
,

则 当
。
> o充分小时

,

边值问题(1
.

1)
、

(1
.

2 :
)
‘
有解 v= 夕(

二 , 。
)

,

并且

}。(二
, ·
) !、是}

a :
!。x p

!
一

各
二

} (。、二 < OO )
(3

.

1 )
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若还假定f
,
(二

, 夕,

0) 于。( 二 < 。
,

}yj 《B 内上方有界
,

则

}。
/

(二
, ·
) }、 一

:
}e x p

卜全
二

〕
+ 二 e x p

卜
k
2百

一

气

其中
c > 0为某常数

。

证明 令

面
。

(幻 二 夏}
a ,

}e X p

!
一

:
X

」 (。、二< 一 )
,

甄、一 劲
a :

}ex p

卜争〕
(o令< 一),

则根据引理 2 便知
,

当。> o充分小时
,

边值问题(1
.

1 )
、

(2
.

2 ,

)
‘

有解夕~ g (x
, 。
)

,

并且(3
.

1)

式成立
.

此外
,

当: > o充分小时
,

显然有

,。
,

(·
, ·
) !、 !a ,

!一p

卜
一

含
二

」
+ 二 一 p

〔
一

会
X

〕{:一
p

「一蠢
一

‘

」
d ‘

(0( 二 < oo )
.

其中 E > o为某常数
.

于是
,

(3
.

2 )式成立
.

定理证完
.

仔细分析定理 3 (据引理 3 ) 以及定理 4 的证明便不难分别得到这两条定理之如下的

推论 1 假设条件H {~ H 二成立
.

若 f
,
(二

, , ,

0) 于。簇x < co
,

!川簇M 上有界
,

则当
。> 0

充分小时
,

边值问题 (1
,

1 )
、

(1
.

2 。

)
产

有解 g == , (x
, 。)

,

并且

}, (二
, ·
) ,、 !a

。

!e x p 〔·, 二〕e x p

l
一

:
二

」 (。、二< 一)
,

}。
产

(劣
, ·) .、

一

窄一
x p

l
一

噜
二

〕
+ ·3 e x p

【一易
X

〕 (。、二 < 一 )
.

其中e ‘
(‘= 1

.

,

2
,

3 )为正的常数
.

推论2 在推论 1 的假设 条 件下
,

当 。> 0 充 分 小 时
,

边 值 问 题 (1
.

1)
、

(1
.

2 !
)
了
有解

g = v(x
, :
)

,

并且

}。(二
, ·) ,、 育,a

,

!e x p 〔一〕e x p

卜粤
!

} (。、二< 一 )
,

J。
/

(二
, 。
)}( , 。

‘

}e x p卜 仓
二

飞
+ 。: 。 e x p卜 之

二

1 (。( x < OO )
.

L 心 J L ‘ 心 J

其中c ‘
(i二二

, 2 )为正的常数
.
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