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摘 要

本文建立了分析粘弹流体平面流的基本方程
,

并采用摄动法和加权余量法
,

在小D eb or a h 数

条件下
,

进行了粘弹流体流动的有限元分析
,

探讨了粘弹流体的绕流特性
,

分析了粘弹流体在绕

流中所表现的分离点滞后及减阻现象的机理
.

结果表明
,

本文的方法
.

对于粘弹流体流动特性的分

析工作
,

具有简便和准确的优点
.

关锐饲 粘弹流 绕流特性 分离点滞后 减阻

一
、

引 言

近年来
,

天然高分子材料
、

生物流体
、

润滑剂
、

涂料
、

高聚物溶液的发展
,

为粘弹性流

体力学的进展
,

形成了雄厚的现实背景
。

对于粘弹流体力学问题进行分析
,

远不如经典流体力学那样 方便
.

与具有单一本构关系

的牛顿流体力学不 同
,

粘弹流体力学问题
,

由于粘弹流体组成上的多样性和结构上的复杂性
,

本构方程十分复杂
; 又由于其力学响应对流场的依赖性

,

故进行数学描述甚为困难
。

其数值

模拟技术与计算分析工作 之困难
,

盖源于此
。

粘弹流体的绕流问题是一个具有重要理论意义和应用背景的基本问题
.

在理论上
,

它们

的解构成了粘弹流体力学中的一类问题的基本解
.

在应用上
,

对于粘弹流体的物理参数的测

定
,

以及对粘弹流体的物理行为的研究
,

往往要通过绕流实验来进行
.

近 年 来
,

Z a n al ” ,

si g h ‘“’
等通过实验方法研究 了球体绕流问题

,

并试图通过压力的 测定来分析非牛顿流体的

流动特性
.

G u d a z h i和 T a n n e r 〔”’用有限元方法计算了幂律流的绕球流
.

M a h e r o 和M e n a“ ’

通过实验研究了粘弹性慢流通过圆柱的特性
.

L ui k o v L“’
通过实验观察到

:
粘弹流体绕圆柱

流动 时
,

出现分离点滞后现象
.

A c h ar y at 。’
通过研究粘弹流体绕球流实验

,

发现减阻现象
.

对

于粘弹流体绕流问题的理论分析
,

由于计算上的困难
,

直到1 9 8 7年
,

H ar n o y 〔7 ’
才利用附面

层理论和差分方法
,

研究了粘弹流经过圆柱 时出现的某些特点
; 并指出

:

粘弹流体的松弛过

程
,

导致分 离点滞后和表面摩擦力减少现象
.

粘弹流体的复杂的物理特性
,

使其绕流问题至今尚未得到很好的解决
.

特别是
,

在一般

雷诺数下
,

对于粘弹性流体尚未建立较合理的分析方法
。

利用附面层理论
,

虽然简便
,

但由

.

陈大鹏推荐
.
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于忽略了流场中大部份的粘弹性
,

故不能合理地描述整个流场的流动特性
.

同时
,

附面层理

论也不能准确地描述流体在分离点附近的流动行为
.

这给附面层理论的应用
,

带来了极大的

局 限性
.

本文通过理论分析
,

建立了粘弹流体平面流的基本方程
,

并通过摄动法和加权余量

法
,

在小D e bor a h数的条件下
,

建立了分析粘弹流体流动的有限元方法
.

在此基础上
,

本文

分析了粘弹性流体的绕流特性
;
探讨了粘弹流体沿物面的压力分布和剪应力分布特点

,

以及

沿物面的速度 剖面
;
分析了粘弹性流体在绕流中所表现的分离点滞后及减阻现象的机理

.

结

果表明
,

对于粘弹性流体的流动特性的分析工作
,

本文的方法简便易行
,

提 供 答 案 亦较准

确
.

二
、

基 本 方 程

众所周知
,

线性粘弹性方程仅在应变率和应力很小时才成立
.

为使这些方程在一般范围

内也成立
,

O ld r o y d 【6 ’
建议把线性粘弹性方程放在随动 坐标系里来考虑

.

于是有 K el Vi n -

V Oi g 七型的本构方程
:

, 十 , :

尊 一 2; ( A
; 十 , :

望
,
一

)

U 奋 U 奋
(2

.

1 )

其中
,

T为偏应力张量
,

又:
, 产,

从分别为材料参数
.

A : = 2 0 为一阶 R iv h n 一E ri c k s e n 张量
.

O为应变率张量
,

d / 次为随动导数
; 二阶张量 B的分量 b ‘,

的随动导数定义为
:

处丝 _
占t 一

ab‘

奖李兰+ 。舌

O 「

ab
‘,

.

a。告

二
a”毛

,

灰户十
-

瓦刃 ”‘, 十
丽

。” , , (2
.

2 )

t为时间
, x ‘

为随体坐标
.

本文采用爱因斯坦求和约定
.

推广本构方程的另一 种方法是将它们参照一个共转坐标系来考虑
.

广义Jef fr e y s模型‘。’

定义为
:

‘十‘之

鬃
一2。(“

1 十 , 2

警
)

(2
.

3 )

其中
,

, / 夕 t为J a u m a n n 导数
.

D eb or a h数是一个反映粘弹流体物理特性的参数
,

它定义为
:

D ‘= 几/ : 。 (2
.

4 )

其 中
,

之是松弛时间
,

玩是一个与流动相联系的特征时间
.

当刀e
数很小时

,

流动 的弹性效应

较小
; 当D 。数很 大时

,

流动有很高的弹性效应
.

在小D e b o r ah 数条件下
,

类似于H a r n o y , ” ,

粘弹流体的本构关系 (2
.

3 ) 式可简化为
:

T = 2拜(A
;
一义牙 A

:

/牙 r) (2
.

5 )

其中
, 拼为动力粘性系数

.

在直角坐标系下
,

其分量形式为
:

T ‘, = 2“(d
‘, 一几牙d ‘, / 少t ) (2

.

6)

其 中
,

d ‘, 二 (
u ‘, , + u 一, ‘

)/ 2
; u ‘, ,

为速度分量梯度
.

对于二维稳定流
,

在笛卡尔坐标系下
,

(2
.

6) 式可表述为
:

T ‘, ~ 产{“‘
, , + “, , 。一几〔“

s

其 中
,

亡
,

j一 1 , 2 , u :二 u , “: 二 口 ,

命
(。
‘ , , + “, , ·

卜 (
。。 , ‘· , , , 一 “, , , 。, , ,

)〕;

u ‘ , , == 口“‘/ a戈 , , 劣 :二二
, 劣2 ”夕

.

(2
.

7 )

粘性不可压均质流体的运动方程为
:
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。

粤
一 , , 一 g r a d尸 + d iv :

U ‘
(2

.

8 )

其中
, p为密度

,

户是体积力
,

尸是运动流体的压力函数
.

根据上述两式
,

再加上连续性方程
:

d iv 公= O

即可得到非牛顿流体定常流的基本方程
.

对于二维平面流其基本方程可表述为
:

(2
.

9 )

日u
_

口”
石

.

十 石

= U
O 戈 O y

(2
.

1 0 a )

+ , ,
V

Zu 一 v几
a 3 u

「f d
o u

,

口
o u

! 吸“气不, 二不 乏 十 刀不下顶
I
_

\ o x o 夕 o 夕
-

口
3 u

.

au 日Zu

十 只
J

不 七

o 戈 口夕
“

日2“日“ 日若“ \

十而励亏)
口8“

.

_ 口u aZ “
.

日u 口
2 ”

.

_ a 刀 口艺刀 、〕
十 ”

初
砂

一

十 ”百又, 又
“ 十而而讨

乙云百牙
,

月 (2
.

i o b )

IU旧
.

挤玩护一山

U

1� p

+(

1 日P _
, ,

「1 a 3刀
.

as ”
.

日口 a 么” 日” 日2” \

万 即 十 , v
一” 一 , 几

L铲云而
么 十 ”

即
“

一

十丙 西无恋
一

十而J劝公)

、一
犷。tha=刀十+

口u
“二

口劣

a 口
赵于
口劣

,

/ 口s口
.

日8口
,

_ a 。 日
2 ”

.

a口 a、
_
au 日场 、1

十铲
~

石牙西 十 ”百百西砂 十 ”雨泊矿
一

十而一讨
乙
而

一

砂
一

月 ( 2
.

1 0 e )

其中
, _ 丝

P

a 2 a 2

护一孟
2 十

命
2

为了分析上的 方便
,

将上式进行无量纲化
.

引入无量纲参数
:

_ “ _ 沙 _ 刀 _ X 六
路 =

—
; 妙 =

—
; 夕二

~

手 ; 劣 ~
, : 犷 -“ , 沙。 一

L.
‘

L

尸一尸开

u二P / 2
( 2

.

1 1 )

其 中
,

火为无穷远处的来流速度
,

L为特征 长度
,

尸苦
为大气压

.

无量纲化后的基本方程可表述为
:

翼
十

霏
一。

。

昌纂
十 。

纂一凌器
+

去
v

Z。 一

责
D e

l(
,

( 2
.

1 2 a )

a3 云

日至日歹
2

_ as公
.

a云 a
么云

十 刃一又二互 十 下于二 二二万
口犷 o 劣 o 梦

-

.

日万 a
Z云 \

十西而百乡)
. _

日
s石

.

, a公 日2 公
.

a石 a
Z刃

. 。
a石 a Z刃 \1

十 公万和砂 十 。

而
~

而「 十百歹而
“ 个 ‘

而万而
厄
月

( 2
.

i Zb )
/‘、
、

+

嘿
十

嗡一么霭
十

(
。

纂

十

橇
、

2。 一

橇
一

D e

!(
。 a 3石

-

日牙口歹
“

+ 。

癸
+

霎癸
一

十

翼粼
日8刃

+ 公
、

百乡白,

_ 日刃 a Z否
.

a” a Z云
.

_
a云 口么云 、〕

‘ 十 “西一
“ + 而

~

百护 十 z而西
‘
月 ( 2

.

1 2 e )

其中
,

雷诺数R e = 2“ . L /v
,

D e b o r a h 数刀 e = 几u 。 / L
.

可见
,

直接 求解高阶非线性偏微分 方程 ( 2
.

1 2 )
,

在数学上存在较 大的 困难
.

在小D e b o ra h

数条件下
,

设 :

云二云。+ D 。云, + O (D
e Z

)
, 云= 云。+ D 。。: + O ( D

e Z

)
,

户= P
。+ D 。户 : + O (D

e 么)

( 2
.

1 3 a ,

b
, e )

其中
,

下标o代表关于D 。数的零阶解
,

下标1表示关于D 。
的一阶解

.

下文中
,

为了方便起见
,

对无量纲化后的诸量
,

不再做出特殊标记
;
例如

,

无量纲速度分量云将记为
“ .
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这样
,

基本方程的零阶近似 方程为
:

日u 。

a ”
。 _ 日u

。
.

日u
。

1 口尸认 2 _
,

万分
一

十 飞行
-

= V , “。一石分 十 口。一石二
一

= 一
~

万
~

万士 十 一石 二
一

V
一u 。

口潇 口沙 。弄 u 沙 ‘ 。泥 J L ‘

(2
.

i 4 a ,

b )

日刀
。

肠O ~ 石
.

,

O劣

日口
。

十 刀。一又二一 0 夕
一合尝

一

十
一

孟
一

v ““。

(2
.

1 4 e )

一阶近似方程为
:

a“ ,

石奋 七 十
O X

日t) .

二二
.

一 = U
口g

(2
.

1 5 a )

口“
,

日u 。
.

日u ,

U 。一不一一 十 “ 1 爪干~ 一 十 V 。一 石万

口X O X u 梦

日u o

十 ” , ‘认少
-

一

口夕

1

2

a尸
答工 +
口戈

2
,

2 「/

左云v
一“‘一

~

不百t气
“

日
s u o

‘

而砂

日3 u 。

十 口 。

二二石一

口夕
-

+

会令
十

骼瓷)+卜令
十 一

+ 2

会令)]

口3 u n

~
万一下

~

气
一

十 勺
O 夕口劣

- 粤擎卜胆热O X O X
一 o 夕 0 劣

-

(2
.

1 5 b)

日” 。

“l 一万, ,

口X

a” 1

十 U 。
~

‘
.

O劣

日v ,

十 口。 一万泛 十 刀 .

一

0 9

日尸
。

.

2
~

不
~ 一

十
一

而 -

口 g 八召

v Z。! 一

食「介
。。

s口。

口, 2

日
石
口 l

戈口刀

口3 ”。

+ “。
一

。
护

1一2
一一一机一如

+
日”

。

口2口 。

下
一
气
育份

一

十
口夕 O X

-

日”。 日Zv 。 、
.

/ 日s v o
.

a 3v o
.

, 口口。 日么v o
.

日口。
口

Zu o

声

: 蔺 一一完一 不 一十 l “。几刃 顶
一

十 V 。 丁丁
~

又一亏丫十 a 一- 几
-

一一万一亥 十 一石- 一一 而一 ,

o 劣 o 夕o x / \
一

o x
一 o y o x

一 o y o 夕
一 o x o y

-

飞
.

直J.、、.了
了

日“o

+ 2 二牙
二、

d 梦

口、o

a夕2 (2
.

1 5 e )

通过摄动 方法
,

我们将粘弹流的解分解成为粘性流体解和弹性流体解
.

在D 。
数较 大的情

况下
,

通过高阶展开
,

使解达到要求的精度
.

直接求解上述方程十分困难
.

本文将采用有限元

法进行数值 求解
.

三
、

非线性有限元计算方法

利用加权余量 法
,

(2
.

1 4 ) 式的r a 二e p K . 狂积分表达 式为
:

丁
。

瓷
一

护
。

“一 0

其中
,
掩

,
l~

{
。

(一欲
+

通
,

2 , u o x一 u o , u o Z

日尸
。

2 a Zu 。 : 、
。 ,

。

百又i一
~

天J 蔽砚百味玉)
“u0 , 。“” ”

:
口。

。

(3
.

la )

(3
.

lb )

(2
.

1 5 ) 式的r a 二 eP : 。 a 积分表达 式为
:

I
。

豁
“尸!““一 0

(3
.

2 a )

【(
“。· a“

,
.

a u

二
-

一 十 “l 含一布一丁

O X 专 O X

a u o
1 aP

I

2 日x

Z a 么u
:
、

。 ,

~

一
~

贾百
~

而亩忘尸
“, ‘以占沙

一橇({
。

卜
·

十

鲁鄂
+ 2

其
一

(奥、十粤热口劣夕o 劣了\ o X 含 / o 戈 口夕
-

a“o 日
z u o

日夕 口戈日夕
十 5

日“o 口Z u。

日劣 日x Z

旦五旦生竺〕、
_ ,

、。、

U 汤 U 汤 J l

(a
.

Zb )



粘弹流体的绕流特性研究 1 1 1 5

{ (
。。。 a v ,

.

口v
。

.

1
又

.

牛
~

十 份侍二一
- 十

一

石

O X 奋 U 劣舌 ‘

日P
,

2 日2口 ,

、
。 ,

。

而
生

一灭云百牙石。瓜夕Ou
; ‘““

_

之了f
R 召 、j。

a 2

「 d

L
u 。抢 a石

(
一

象
, +

会吵
: 十

一

零
、

早协
+ 5

口 x
一 o x a x o 夕

日v o 口Zv o

日夕 a夕2

十
零
生

些攀
+ :

擎
一

蜘 1、
, ‘

、、
o 劣 o 夕

一 o 夕 o 夕
一 」 ,

(3
.

Ze )

其中
,

k
,

j= i , 2
.

对速度采用8节点等参元插值
,

压力采用4节点线性等参元插值
.

设速度和压 力在单元 e中

的近似函数 表达 式为
:

“: 一u : ‘N ‘
(i = 1 , 2 ,

⋯
, s ,

l~ 1 ,
2) (3

.

3 a )

P = P , N F ,
(j= 1 , 2 , 3 , 4 ) (3

.

3 b )
.

对 (3
.

la )
、

(s
.

Z a ) 式取权函数 N F ,
(j= ]

一

, 2 , 3 , 4 )
,

对 (3
.

lb )
、

(3
.

2 b ) 式取权函数N -

(‘= 1 ,

2
,

⋯
, 8 )

,

就分别得到单元的零阶近似
、

一阶近似有限元特征 方程式
.

四
、

粘弹流体的绕流特性研究

对于粘弹流体的绕圆柱流问题
,

注意到关于二轴的对称性 (图1 )
,

故只考虑上半平面
.

这

里
,

无量纲量先为来流速度
,

特征长度L = R 为圆柱半径
.

边界条件为
:

、.lt
、

了咬司少
劣名+ 夕么= 1 , “o

~ 口。= 0 , “x
,

U 一= o

夕= O
,

v0 ~ vl 一 0

在无穷远处
u 。~ 1

, u ;

= v l

= o

尸
。

一尸
l

~ O ,

晰~ 0

(4

鉴

O

图 1 圆柱绕流的问厄

厂厂万不不
洲洲

0000000

圈 2 8 4个单元的网格剖分示意图

单元的剖分如图 2所示
.

图 3给出了在 R e ~ 20 时
,

压 力 的
“

零 阶 解
”

沿 物 面 上 的 分 布 情 况
,

并 与 D e n ni s和

c h a n g 〔‘。 , 、 T u a n n 和O ls o n[ “ ’
的计算结果进行了 比较

.

不难看出
,

本文采用的计算格式的

精度是可靠的
.

图4在R 。= 20 时
,

给出了压力的
“

零阶解
”

和
“

一阶解
”

沿物面的分布情 况
.

它表明
,

在相

同的雷诺数下
,

粘弹流体压力分布的波动
,

比粘性流体的压力分布的波动 要大些
.

而且
,

粘

弹流体沿物面的压力值
,

要比粘性流体的压力值小一些
.

图 5在不 同雷诺数下
,

给出了压力的
“

一阶解
”

沿物面分布的情况
.

可 以看到
,

雷诺数愈大
,

P
;

曲线振荡愈大
.

这说 明粘弹流体沿物

面的压力分布对雷诺数有较强的敏感性
.
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圈4 R e 二 20 时
二

户
。,

户
1

沿物面压力分布田 图5 与不同 , 诺傲对应的户
:

沿物面压力分日布

通过本构方程
,

同样对速度
、

应力偏张量进行摄动展开
,

分别得到零阶近似和一阶近似

的应力表达式
.

对应 D e 数的零阶项为
:

机旅, “一 2

会
一 “‘一 2

焉
对应刀

。数的一阶项为
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二
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.
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.
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.
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沿物面的剪应力分布
:

宁二(刃
, , 一刃

, :

): in o e o ss+ 刃
: ,
(e o 。“0 一 。in

“
8 )

因此
,

粘弹流体的分离条件为
:

节。+ D e甲: 二 0

(4
.

4 )

(4
.

5)
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图6和图7分别在R 。一 1 0和 20 时
,

给出了物面上的剪应力分布情 况
.

可以看出
,

由于甲
:
出现

负值
,

故粘弹流体将发生减阻现象
.

同时
,

在雷诺数较大时
,

当于
。

接近于零 时
,

于,
为正

.

这将

使粘弹流体发生分离点滞后现象
.

这 与 H ar n o y 【7 ’
的附面层理论一致

.

但在较小的雷诺数和

D eb or ah 数下
,

粘弹流体将不会出现分离点滞后现象
.

这是一个与附面 层理论不同的结论
.

与附面层理论的计算结果对 比
,

甲,
的分布情 况与附面层理论的计算结果也不一致

.

这是由于

附面层理论本身仅适用于大雷诺数的条件
.

同时
,

由于它忽略了流场中大部份流域中的弹性

影响
,

它也不能正确地计算分离点附近的情况
.

所 以
,

在一 般雷诺数条件下
,

附面层理论并

不一定能合理地描述粘弹流绕流的力学特性
.

盈二 10

口

蔺
丁

- 一万护一一飞佘
-

-

一

一
R 。二 10 时

,

物面剪应力分布圈 田7 R 。 = 20 时
,

物面剪应力分布圈

升 1
夕, 90

“

了 了 / 与 / 、
气l‘

一�门nU

I
一一内O卜匕�一卜卜户a八U

�一�0红产一一扛U
�.胜l
eseseses.Lr月IL
,J.

J

户l1卜,况0.‘二

.

0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

户
言矿硕万龙

一石丁百下万 一

田8 R e 二 i ,

7
,

口= 9 0
‘

速度剖面圈

对于粘弹流体绕圆柱流的速度分布情况
,

仅仅在大雷诺数下
,

H ar n o y ‘7 ’利用附面层理

论给出了一些速度 剖面的情 况
。

但在一般雷诺

数下
,

对粘弹流体绕流的速度分布
,

至今仍缺

乏了解
。

而且
,

即使在大雷诺数下
,

对粘弹流

的绕流问题
,

借用粘性流中的附面层理论分析

方法
,

忽略场中大部分 区域 中的流体的粘弹性

对流动行为的影响
,

也不能完全合理地描述粘

弹流体在流场中的速度分布倩况
.

为此利用本

圈 0

夕一 l

R 。 = 10
,

e = 90
’

速度剖面图

R e二 10
,
6 = 9 0

‘

15
.

0

1 0
.

。}卜
“ , / 况

、

吨 / “

0
.

2 0
.

4 0. 6 D二『万万

田1 0 R e == 2 0
,

8 0 9 0
’

速度创面圈

文的 方法
,

我们计算了粘弹流体绕圆柱流的速度分布情况
.

图 8 ~ 图1 0分别在雷诺数 R 。~ i , 7 ,
1 0

,

20 时
,

给出了 e 二 90
’

处的速度剖面
.

可以看出
,

在

绕流时
,

粘弹流体的速度剖面与粘性流体的速度剖面有很大差异
.

粘弹流体在绕流中表现出

了很强的振荡性
.

这 种振荡性与雷诺数相关
.

R 。 数值愈大
,

流动 中的振荡性愈大
.

而且
,

随着

雷诺数增大
,

在物面附近
, “

一阶解
”

有非常强烈的变化梯度
.

从这些图中还可看到
,

随着雷

诺数增大
,

粘弹性影响仍在流场的一定区域 内存在
.

所 以
,

在一 般雷诺数下
,

用附面层理论



1 11 8 马 林

显然不能合理地描述粘弹流体的流动 特性
.

五
、

结 束 语

本文通过引入适当的本构关系
,

建立了分析粘弹 流体平面流动的 基 本 方程
; 并在小De

数条件下
,

通过摄动法和加权余量法
,

建立了粘弹流体的有限元分析方法
.

在此基础上
,

本文

分析了粘弹流体的绕流特性
,

研究了压力及剪应力沿物面的分布情况和速度场的分布特点
,

以及雷诺数的影响
.

计算结果表明
,

粘弹流体在绕流中存在着分离点滞后及减阻现象
.

本文分

析了产 生这些现象的物理机制
.

结果表明
,

本文的方法
,

对于粘弹流体平面流动特性的分析
,

具有简便和准确的优点
.

结果同时表明
,

牛顿流体和粘弹流体的流动特性之间存在着较大差

异
.

因此
,

沿用牛顿流体力学中所采用的方法 (如附面层理论 ) 来分析粘弹流体的绕流特性

具有较大的局 限性
.

作者对陈大鹏教授对本文工作所给予的许 多有益建议和帮助表示由衷的谢意
.
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