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本文建立了用有限元法分析球壳的动力学方程
.

关幼词 半球壳 振动 有限元法 谐振频率

计算分析了不同边界条件下壳体的振动频率
.

一
、

简 述

半球壳振动 分析是一个典型的弹性动力学问题
.

一些文献用解析法作过分析
t ‘’‘ 〔屯’.

虽然

分析过程简单
,

对于特定的边界条件也能给出简洁的计算公式
.

但对于不 同 类 型 的边界条

件
,

不能给出统一的计算公式
,

只能逐一处理
.

对有些边界条件只能给出近似解
.

当球壳的

边界角变化时
,

计算误差增加
.

而用有限元法分析
,

可以统一建立动力学方程
,

易于处理边

界条件
.

可以进行解析法无法进行的分析
.

在计算机迅速发展的今天也很容易进行计算
.

因此

用有限元法分析球壳的振动问题是很有价值的
.

实际应用的半球壳只有一端有约束
,

另一端

处于自由状 态
.

底端 (卯
。
处

,

见图 1) 有约束的半球壳主要用于半球壳 谐振陀螺仪中
‘“, ,

本

文主要分析这 种类型的半球壳
。

顶端 (甲
F
处 ) 有约束的半球壳可见于某些建筑结构上

,

本文

也作一定分析
.

其它类型的边界条件也很容易进行分析
.

二
、

建 立 有 限 元 列 式

图l是所考虑的半球壳
,

中心轴为刃
,

壳体

的壁厚
,

中面半径分别为 h
,

R ; 壳体 两 端的

边界角为沪
。, 甲 , ,

分别记为底端角和顶端角
.

壳体材料的弹性模量
,

泊桑比
,

密 度分别为E
,

拼 , p
.

假定壳体是一致均匀的
,

即E
, 拌 ,

P 不

变
.

同时h为常数
.

壳体在母线方向
,

环线方向的坐标分别为

甲
,

0
,

任一点尸处的位移为
:

V = ““ + 。b + 切 c

.

樊大钧推荐
.

国家自然科学基金资助项目
.

圈 1 半球壳教学模型

1 1 0 3
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其中
u , 。 , 叨分别为母线方向

,

环线方向
,

法线方向的位移
; a ,

b
, c 为相应方向的单位动

矢量
。

利用〔4〕中的关系
,

建立球壳的势能为
:
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S为积分面积
, , 为环向波数

.

式 ( 2
.

2 )给出的〔犷〕是环向波数为n
的对称振型

.

u( 甲)
,

城中)

tD (甲)为沿母线方向的振型
.

球壳的动能为
:

~ h f a
了 =

一

2--J
, p 价

_ , , . , a _ , , _ .

。

L犷 」
‘ ’

而L厂 」。 ( 2
.

3 )

( 2
.

4 )
书‘

口n;
二

日

乌气
�、,了、产、,矛

切甲甲
了、Z‘、了.k

二

切

衬”““一
晶
〔们
一{

e o 日”6 0

5 111 ”0

0

0

e o s ”0

考虑式〔2
.

2 )和 ( 2
.

4 )
,

可沿母线方向划分单位
.

对于第i个球壳单元
,

其母线方向坐标从

叨
_ : 到甲‘

,

记为第‘和 ‘十 1个节点
,

在母线方向的振型为 川 (甲)
, 。‘

(少)
, 。‘(沪)

.

考察算子矩

阵 [ B〕
,

为保 证力连续性
,

‘

可以取“‘(中)
, 。‘(沪)为一阶H e r m i七e 插值

,

, ‘
(切)为立阶 壬I e r -

m it e 插值
,

即 :
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, 。‘
(甲 )

, w ‘
(甲)在甲〔[甲

‘_ ; , 卯‘

〕即二〔〔一 i , 2
.

] 上的H e r m i七e 插值

向量
,

且有
: 甲= 切‘_ , + (二 + 1 ) l

, l二 (切
‘一卯‘_ ,

) / 2
.

叫
,

叫
,

时分别为 u’ (切)
,

沪 (叻
, 功 ‘

(甲)

的插值系数向量
,

H
, ,

H
Z

为 1阶和 2阶的H er m ite 插值矩阵
.

为便于组 成 整 体 刚度阵
,

质量

阵
,

引入变换阵〔C〕
,

有如下关系
:

[ a 二
, a 吕

, a 二〕r ~ 〔C〕〔a ‘〕 ( 2
.

6 )

〔a 勺= 〔a 二(
一 ‘) a 二(
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+ ‘) ⋯〕T

即按节点 i一 l( 记为 ( 一 1 ) )和节点议记为 ( 十 1 ) ) 来排列插值系数阵
,
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利用这些关系
,

可以写出第 i 个单元的势能和动能表达 式
,

进而可得所对应的刚度阵和

质量 阵
,

分别为
:

, J , ,
户
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.
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式中
:
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二 ; x
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,
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,

对 , 的 I次导。

利用单元 刚度矩阵仁K
‘〕

,

单元质量矩阵〔M
‘〕

,

矩阵〔M 〕
,

并得到未处理边界条件的动力学方程
:

(〔K 〕一。
么

〔M〕)〔
a 〕= [ 0」

对于几何约束的边界条件
,

即在第一个节点切
。,

可以 组成整体刚度矩阵 〔K 〕
,

整体质量

数有约束
.

表1给出了几种不同边界条件及相应

的约束
.

对于这类边界条件
,

在式 (2
.

1 1) 中把

〔K 〕
,

〔M〕阵中
“ , 。 , w 及其导数为o所在的行和

列去掉就相当子处理了边界条件
.

这一措施 自

然要比解析法中采用的方法方便得多
,

也更通

用
.

(2
.

1 1 )

最后一个节点 甲;
处

u , 。 , 阴及其相应的导

裹1 几种边界条件及相应的约束

边界条件类型 } 约束情况

固支端

简支端

一卜
一

高与二舀;蕊了一} u 一 v 二 田= O

固支且沿母线方向滑动

自由端

刀 = 切= 田
,

= O

。 , v
,

切及其导数无约束

处理了边界条件后
,

便可以求解谐振频率。及相应的振型
.

在数学上属于 求 解广义特征

值及广义特征向量问题
.

本文采用 R ay lei g h 一R i耘子空间迭代法进行求解
.

三
、

_

计算结果及其分析

近年来发展起来的半球壳谐振陀螺仪是一种无转子和活动 支承的陀螺仪
,

具有许多独特

优点
‘“’. 它的敏感部件是一个底端 (甲

。

)固支
,

顶端 (p
,
)自由的半球壳

.

分析它的振动特性对

于研制这种陀螺有重要的意义
.

下面首先分析这种边界条件的半球壳的振动
.

对于有限元计算
,

通常单元数增加
,

计算精度提高
,

计算速度下降
.

因此计算时确定适

当的单元数进行计算是 十分重要的
.

表 2给出用等单元计算沪
。
二 O

’ ,

中; = 90
‘

的上述半球壳谐

振频率的收敛过程一可以看 出
:

如果把用 9 个单元计算的结果作为有限元法计算的收敛解
,

那么用3个单元计算结果的误差分别为
: 。二 2 时

, 0
.

53 帕
; 。二 3时

, 1
.

6 肠 ; 。= 4 时
,

2
.

8肠
.

随

着 n 的增加而增大
.

用4个单元计算的结果误差为
n = 2时

, 0
.

29 肠 ; n 二 3时
, 0

.

39 肠
; n 二 4时

,

0
.

72 肠
.

也随着
。的增加而增大

.

听以对
。二 2 的计算可以用 3个单元

,

}币对
。) 3 的计算可用4

个单元
.

半球壳的参数 为 R ~ 50 m m
,

人二 0
.

sm m
,

E = 1
.

9 ll x i o s

N / m m
Z ,

p = 7
.

ss x
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表3 计算结果日的比较
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3
.

下文中计算的结果均是在上面的壳体参数下用上面确定的单元数得到

的
。

表3给出了本文计算的结果 与有关文献结果的比较
, 切。

二 0
’ , 甲, 二 90

’ ,

无量纲频率口 的

定义为
〔3 ’:

。= 。尸〔p ( z 一 ““
) /丑〕奎 ( 3

.

1 )

在表3中
,

〔2〕
,

〔4 〕的为计算值
,

〔3〕为实验值
.

可以看出
,

本文的结果与实验值最吻合
.

用于半球壳谐振陀螺仪中的半球壳只用
n = 2的四波腹振动

〔5’,

且其边界角甲
。 , 甲,

一般不

是 0
.

和90
‘ ,

为此
,

表4给出了
n 二 2时

, 中。‘ 甲F
取不同值 时的谐振频率 与 甲。= o

’ ,

甲, = 90
.

时

的谐振频率的比值
.

表5给出了不 同甲
。

时
, 甲, ~ 72

.

的振频对中
; 一 90

‘

的振频的变化率 a ; .

表6

给出了不同 q7 F 时
,

甲。= 1 5
‘

的振频对甲
。

= 0
“

的振频的变化率。
。.

裹4 不同仇
,

甲F
下的振颇对甲

。二 。
’ ,

甲; = 9 。
’

时报级的比值恤二 2 )
衰5 不周p 。

时
,

, ; 变化引起撅组的

变化串口 ,
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1 4 5 6 3 {l

1
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0 34 0 4

衰6 不同甲; 时
,

仇变化引起振级的

变化率a0

从表4 ~ 6可以看出
,

同样的肠变化引起的

振频变化量 随甲
; 的增大而减小

; 同样的甲
, 变化

- -

- -
-

一⋯二⋯上⋯二
一
⋯
一

竺-
口。

}
“

·

”4 4 8 2 !o
·

““““3
}
0

·

5 ’“6 6

{
”

·

‘6 “4 4

引起的振频变化量 随叭的增大而增大
.

而 且甲, ,

物变化时
,

引起振频的变化都比较明显
.

文

献〔4 〕也对切
。,

卯, 变化时球壳谐振频率的变化情况进行了分析
.

在文献〔4〕中
,

求解谐振频率

是 利用 L o r d R a y le i g h不扩张条件得到的
.

正如文献〔4〕指出的
,

当边界角切
。
笋 0

’

时
,

固支

边界条件与L o r d R a y lei g h条件相矛盾
.

所 以
,

文献〔4〕所得到的 切。笋 0
。

的 有关结果
,

在

气较小时
,

洪差较小
; 而 当仇较大 时

,

误差增大
.

这是解析法不容 易解决的
,

本文所采用的

有限元法则很好地解决 了这一问题
.

一 些球形顶建筑物
,

其底端 (甲
。= O

’

)是自由的
,

而在顶端 (少
, )有约束

,

通常是固支或简
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支
.

表7给出了用4个单元计算甲
。

= o
‘ , 甲, 二 90

.

的这种半球壳的谐 振 频率
.

半球壳的参数同

前
.

可以看出
:
这种类型半球壳的谐振频率很 高

,

边界条件对谐振频率的影响不 大
.

当n 增加

时
,

谐振频率增加
,

但增加量不大
.

表了 中. 二 0o 自由
,

华; 二9 0’的束的半球亮的振报(H z)

{ } {

边界条件类型 一~ ~

14 1 8 2

14 1 86

1 4 9 7 6

玉4 8 8 b

15 3 0 6

1 5 3 1 2

支支固简

对比表 2和 表7
,

可以看出
,

对半球壳来说
,

约束其底端 (肠)和约束其顶端
,

其谐振频率

相差很大
,

这表明球壳的底端和顶端所具有的等效 刚度相差很大
.

且这种差别随着
n 的增加

而减小
.

当环向波数
n不太大时

,

底端甲
。

处的等效刚度要比顶端州处的等效刚度大
,

当n 增加

时
,

顶端甲, 处的等效刚度逐渐接近于底端甲
。处的等效 刚度

.

四
、

结 论

1
.

用有限元法计算半球壳的谐振频率在处理边界条件方面有独特的优点
,

特别 是边界

角中,
或肠变化时

.

它可 以解决解析法不 易处理的的问题
.

2
.

半球壳的边界角仇
, 中,

对谐振频率的影响均比较 明显
.

相 同中
。

变化引起的振频变化

量 随中
, 的增加而减少

.

相同甲,
变化引起的振频变化量 随切

。

的增加而增加
.

3
.

半球壳的底端 角甲
。

处
,

顶端角甲
, 处所具有的等效刚度相差很大

,

因此约束底端和顶

端对半球壳的振频影响很大
.
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