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摘 要

本文提出了基于连续了顽力学概念推导刚体动力学方程的张量方法
,

运用具有零共旋 率 的惯

性张量的时间导数公式
,

证明了L a g r a n g e方程
、

N ie ls e n 方程
、

G ib b s 一A p p e ll方程
、

K a n e 方程

和广义动量式K an
e

方程等五种方法的等价性
.

给出了角速度
、

角加速度之间的一些微分关系式
.

关健词 刚体动力学 动力学方程 张量

一
、

引 言

理性力学中
,

对构造张量的客观变化率 (o b jec 七iv e ra te幻公式研究得较为深入
〔‘’〔“’,

已知所有的二阶张量的客观变化率事实上均为L le 导数
〔‘’,

如弹塑性有限变形中常常提及的

J a u m a n n 应力变化率和 T r u e s d e ll 应力变化率等
汇‘’〔3 ’〔端’.

J a u m a n n 应力变化率可视为

C a u c h y应力张量的共旋率 (e o r o t a tio n a l r a t e s )
〔5 ’‘“’.

不同于变质量体
,

刚体的惯性张

量的共旋率为零
,

这样所得到的惯性张量时间导数的公式
‘“’,

可用来推导各种刚体动力学方

程
。

经典的 L a g ra n g e 方程
〔” 一 〔”涉及动能函数

,

如果将刚体的动能表达式直接代入 方程进

行张量运算
,

需要对惯性张量 求导
.

本文代入 惯性张量的导数公式后证明了得到的方程 即为

著名的K a n e 方程
‘8 ’.

用同样的方法本文还证明
:
对N ie lo e n 方程

〔’。’、 G ib b s一A p p ell 方

程
「7 ’〔“’f ‘。’和广义动量 式K a n e方程

‘’‘’进行张量运算
,

结果均为K a n e 方程
.

由此得出了完整

系统下这五种典型的刚体动力学方程的等价性结论
.

文中还给出了有关 刚体运动量 之间一些

有用的偏微分关系 式
.

二
、

基 本 公 式

1
.

惯性张量的共旋率及时间导数

设P为刚性三维连续体了中的一质点
.

P在固定参照构形和在时间

置矢量分别记为X和 x ,

J 的每一运动具有如下形 式
:

x = Q(t)
,

X + e(t)

.

郭仲衡推荐
。

t时的当前构形中的位

(2
.

1 )
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其中Q(O为正规正交张量
, c (t)为矢量

.

p的速度可表示为
〔‘“’

又= Q
·

(x 一 c ) + ‘= 。 X (x 一 c )+ ‘

其中。
,

众分别为角速度矢量和 角速度张量
,

并有如下关系式
:

Q ~ OQ
, 二一 QO

少= 一 Q ,

令日
,
B分别为与刚体相关的矢量场和张量场

,

它们的时间导数为
〔“’:

(2
.

2 )

(2
.

3 )

砚

p二日+ Q
·

p

B = B + QB 一 B Q

(2
.

4 )

(2
.

5 )

p和B分另J表示矢量p和张量 B的共旋率
.

由于刚体 喷性张量l的共旋率为零
,

我们有

I = O

i~ Q l一 IQ

所以
,

对于任意矢量p
:和几

,

如下关系成立
.

p
,

·

i
·

p
Z = p

,
·

o x (一 p
Z
)一 p

;

小 (。 x p
:
)

2
.

五种动力学方程

考虑惯性参考系 中的完整系统夕
,

由N 个质 点P
, ,

⋯
,
P N组成

,

r‘
,

速度为
v ‘,

加速度为a ‘
.

设系统的广 义坐标为q ,

(
r二 1 ,

⋯
,

的
,

加速度能为S
,

分别定义为
:

(2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
.

8 )

P
‘

的质量为 用‘,

矢径为

广义力为 F
, ,

动能为T
,

F
,

二 E F‘
· 口v ‘

口空
,

日r‘

‘’ 一

Jq
, (

r = 1
,

⋯
, n
) (2

.

9 )

二 1
:

= 六百曲
丫

’ ‘

(2
.

10 )

乙福 m ‘a ‘
.

a ‘ (2
.

1 1 )

(2
.

9 )式中F
‘

为所有作用在质 点P‘上的接触力和体力 的合力
.

(A ) L a g r a n g e 方程
〔” 一 〔‘。’

d

d t

口T aT

口空
, 口q

, = F
,

(
r = 1

,

⋯
, 。
)

(B ) N ie lo e n 方程“。’

器
一 2

给
一凡 (一‘

,

”
”

,
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(C ) G ib b s一A p p e ll方程
‘7 ’〔。’“ “’

口S / 口q
,

一 F
,

(
r = 1 ,

⋯
, 。
)

(D ) K a n e 方程
‘8 , : , ,

F
, + F 节一。 (

r二 1
,

⋯
, n
)

其 中F 节为广义惯性力
,

定义为

F 节~ 乙 (一 。澎 )
·

, ; (
r == 1

,

⋯
, n )

(2
.

1 2 )

(2
,

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )
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畔为P
,
的第

r
个偏速度

.

(E ) 广义动量式K a n e方程
〔川

P
,

一 F 令= F
,

(
r一 1

,

⋯
, n
)

其中尸
,

为广义动量
,

F 今为拉格朗日力
【‘3 ’:

(2
.

1 7 )

p
,

= E 。 ‘v ‘
·

v 奋 (
r 二 1

,

⋯
, n
) (2

.

1 8 )

F 令~ 乙 。川
·

积 (
r = 1

,

⋯
, n
) (2

.

1 9)

, 票为第
r
个偏速度料对时间的导数

.

三
、

五种刚体动力学方程的等价性

对于质量为M
、

惯性张量为l 的 刚体
,

其质心速度
、

质心加速度
、

角速度和角加速度分

别记为
、“ ,

ac
, 0 和 a

,

用通过刚体质心的主矢F和主矩T 等效代替作用在 刚体上的所有主动

力
,

则前面五种动力学方程中的一些量可 以表为
:

F
f

= F
.

, 了+ T
.

。
,

(
r一 1

,

⋯
, n
) (3

.

1)

T 二M v o . , o

/ 2 + 0

⋯
0 / 2 (3

.

2 )

S ~ M a o
·

a o

/ 2 + “小 a / 2 + o x (I
·

0 ) x “ (5
.

3)
〔。 ,

F 节= 一M a c · v军一 〔仪
·

, + 。 x (I
·

0 )〕
·

。 ,

(, == x ,

⋯
, n
) (5

.

4 )
‘8 ,

p
,

= M vc
·

v 丁+ 。小。
,

(
r = 1 ,

⋯
, n
) (5

.

5 )
‘川

F 令= M v c
·

, : + 0 小 历
,

(
r = 1

,

⋯
, 。
) (3

.

6 )
‘川

将上面公式代入四种动力学 方程 (2
.

1 2 )
、

(2
.

1 3 )
、

(2
.

1 4 )
、

(2
.

1 7 )
,

进行矢量
、

张量

运算后
,

可 以证明如下等式成立
:

一

奋器
一

器一
F : (

r 一 1
,

⋯
, 。
)

篆一
2

器一
尸 : (一 1 : ⋯

,

的

(3
.

7)

。S / a 互
,

~ 一 F 节 (
r =

P
, 一 F 令~ 一 F 节 (

r =

即 : L a g r a n g e方程
、

N ie ls e n 方程
、

K a n e方程(2
.

15 )
.

下面给出证明
.

首先给出下列六组恒等式
:

1 ,

⋯
, 。
)

1
,

⋯
, n
)

(3
.

8)

(3
.

9 )

(3
.

1 0)

G ib b s一A p p e ll
,

方程和广义动量 式K a n e 方程均导致

0 小 。~ 0 , 0
·

(口. / 口g
,

)
·

。~ 一 2 0 x (卜。)
·

。 -

。
·

l
·

。 ,

= 。 x (l
·

。)
·

o r

, 攀= 日、
“

/ 日g
, ,

击
,

= 口。 / 日g
, + o x o r

a a 。 / a空
,

= Za v “/ a g
,

a a / 日空
,

= 2日。 / a g
, + o x 。 ,

aa
c

/ a壁
,

= v攀
,

口“ / 日壁
,

二。
r

(s
.

l la )和(3
.

1 2 )式可由(2
.

5 )式导出
,

(3
.

lz b )式由(2
.

7 )式导出
。

(3
.

i i a ,

b )

(3
.

1 2 )

(3
.

13 a
,

b )

(3
.

1 4 )

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 a
,

b )

推导(3
.

1 5) 式时利用了
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、、,l
,、,

l!ac一q.口
一

口

以下关系式
:

口a +
一

怨
x ‘+ 。· x (。 x ‘卜 。 x (。

· x d)

一 2

此手
一

号翔
? 2

一

篡
一

x d 十 ZO x (。
, 、 。)

(3
.

1 7

ac一夯a口

一

彭
。.

q.a口

其中d为质点P‘相距质心的矢径
.

( 1 ) 关于L a g r a n g e方程

由(3
.

2 )和 (3
.

llb )式得

。7
’

/ 口g
,

= 好v c
·

口v “

/ 。g
, + 。小口。 / 口g

, 一 。 x (l
·

0 )
·

0 -

a T / 口空
,

~ M v o · v幕+ 0 小 0
,

d 口T

d t 口空
, 一M a 。

·

v军十 a
· ·

0 , 十 。
·

卜。
, + M v口

·

甘季+ 。
·

卜态
,

(3
.

1
.

8 )

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

将(3
.

1 2 )和 (3
.

13 a ,

b )式代入上式
,

得

气 翼
一M a 二 , : 十 : 。 : + 。 又 〔: 动 :

.

。
,

十
Mv 一鱿

十 。小通少
a r o q 护

一

o q r 口 q r
(3

.

2 1)

由(3
.

1 3 )
、

(3
.

2 1 )和 (3
.

4 )式可证得(3
.

7 )式成立
.

( 2 ) 关于N ie ls e n 方程

由(3
.

2 )和(3
.

lla )式得

T = M a “
·

vc 十 “小 。

。T / 日空
,

= M a c ·

v军+ a
·

I
·

。 , + M
v ”

·

a a
。

/ a空
,
+ 0 小 a a /a空

,

将(3
.

1 4 )和 (3
.

1 5 )式代入 (3
.

2 3 )式便得到

(3
.

2 2 )
。

(3
.

2 3 )

二M a
c ·

v李+ a
·

l
·

0
,

+ ZM v 。
· a V c

‘一
一

十 艺0
.

O q
r

日O

日q ,

一 。 x (卜 0 )
·

0 ,

(3
.

2 4)一
.
nQ

·

T�全(日口
、

由 ( 3
.

2 4 )

( 3 )

.

15) 和 (3
.

4 ) 式可证得 ( 3
.

5) 式成立
.

关于G i b b s 一A p p e ll方程

由( 3
.

3 )和 ( 3
.

1 6 a ,

b )式得

a s / 口空
,

= M a c
·

v攀+ “小 。 , + 。 x ( I
·

0 )
·

0
,

显然由上式和 ( 3
.

4 )式可证得 ( 3
.

的式成立
.

( 4 ) 关于广义动量式K a n e 方程

由 ( 3
.

5 )和 ( 3
.

1 2 ) 式得

P
,

= M a c
·

v 季+ [ a
·

I + o x ( I
·

。 )〕
·

0 , + M vo ·

, 李+ 。小 历
r

由 ( 3
.

2 6 )
、

( 3
.

6 )和 ( 3
.

4 ) 式可证得 ( 3
.

1 0 )式成立
.

( 3
.

2 5 )

( 3
.

2 6 )

四
、

讨 论

刚体情况下各种动力学方程等价性的证明过程
,

比较深刻地揭示 了不同方法的特点和相

互关系
,

还具体反映了不同
‘

方法处理刚体运动量的难易
.

就单个刚体证明的 结 论 不 失一般

性
,

对多刚体系统
,

( 3
.

7 ) ~ ( 3
.

10 ) 式依然成立
.

对于非完整系统
,

两类K a n e 方程和 G i b b s一A PPe ll 方程形式不变
‘. ’￡‘。’「川

,

只须在准

坐标下进行分析 即可
,

它们的等价性证明过程基本如前
.

L a g ra n g e 方程和N ie l鸽n 方程均
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基于动能函数
,

但分别采用E u le r 算子和 N ie ls e n 算子
‘’毛’. 基于动能函数的非完整系统动

力学方程的形式较为复杂
,

其中包括采用 E ul er 算子的广义 H a 二二 二 r H H 方 程
【’”’和 采 用

Ni el se n 算子的广义 N ie lo e n 方程
〔‘。’
等

.

用类似前面介绍的方法可以证明准坐标下的广义

只an 二二 r 二 : 方程和广义N ie lse n 方程均导致K a n e 方程
.

限于本文篇幅
,

证明过程从略
.

如果惯性张量的共旋率不为零
,

则利用公式 (2
.

5 )采取类似的张量方法可建立 相 适应的

动力学方程
.

将理性力学的概念和方法更多地引入刚体动力学中
,

无疑会扩大刚体动 力学 研 究 的天

地
,

而且有助于对复杂柔性构件进行运动和变形的藕合分析
.

份
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