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摘 要

本文以幂强化材料
,

平面应变情形为例
,

系统地提出了裂纹尖端场弹塑性分析的加权残数法
,

并根据此法
,

得出了裂纹尖端场的解析式弹塑性近似解
。

在此基础上
.

对整个裂纹区域
,

构造了

弹塑性解叠加非线性有限元计算塑性应力强度因子的方法
.

从而为裂纹尖端场和整个裂纹体的分

析和计算
,

提供了一个方法
.

关健词 断裂力学 应力强度因子 加权残数法 裂纹尖端场

一
、

引 言

弹塑性断裂力学是断裂力学中一项重要内容
,

20 多年来
,

已完成了许多重要工作
.

其主

要成果之一
,

是对各种情况下裂纹尖端场的奇异性
,

得到了较好的描述
〔“~8 ’.

在得出奇异性的基础上
,

如何完善地得出裂纹尖端场的完整解析式的弹塑性解
,

如何更

进一步对裂纹体进行分析和计算
,

则是弹塑性断裂力学今后的一项重要课题
.

文〔5] 根据H R R 理论“一“’和薛大为等的工作
〔‘, ‘“’,

提出了对裂纹尖端场进行弹塑性分析

的一种残数最小二乘法
.

但 由于文以 ~ 5〕中所用的本构方程的形 式及
。
的 定义不 统一

,

因

而
,

基本方程的形式也不一样
.

本文则从规范的本构方程出发
,

导出了求解幂强化材料
、

平

面应变裂纹问题的基本方程和边界条件
,

并系统地提出
,

在得出了奇异性的基础上
,

对裂纹

尖端场进行弹塑性分析的加权残数法
,

进而对整个裂纹体进行分析
,

构造了计算塑性应力强

度因子的 方法
.

二
、

裂纹尖端场弹塑性分析的加权残数法

幂强化材料是工程实际中
,

1
.

基本方程

对幂强化材料的平面问题
,

应用最广泛的一种材料
,

对它进行分析
,

具有代表性
。
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,
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二 a ,
/ E
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,

只出现在线弹性部分
.

求裂纹尖端场的局部解中
,

可略去线弹性变形
,
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,
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且应力
、

应变自动 满足平衡方程和相容方程
.

边界条件及理想归一化条件转化为
:
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则平面应变 问题即转化为求解f(幻
,

试0) 并使其满足方程(2
.

2 2 )~ (2
.

23) 和边界条件(2
.

14)

~ (2
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。
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.

甚本方法

求得基本方程的精确解是极其困难的
,

文〔1~ 3〕均将问题转化为四阶方程来求数值解
,

其结果很难被直接应用
,

文〔4〕首先从应力出发
,

求得应力的解析式解
,

文 〔1 0〕则反过来
,

先求应变解析式解
,

由于它们都是单向的
,

故近似程度很难控制
.

这里
,

提出求解基本方程

的加权残数法
,

使问题得以全面考虑
,

求得可以直接应用的完整弹塑性近似解
.
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f(e)= 习 A ‘
功
‘
(e) (2

.

2 4 )

夕(e)二乙 B ‘甲‘(口) (2
.

2 5 )

其 中功
‘
(0) 和甲

‘
(0) 为已选定的函数

,

A ‘,
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.
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运用最小二乘配点法
,

并结合边界条件
,

得控制系数的代数方程组为
:
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,

即可求得裂纹尖端场的弹塑性解
.
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平面应变 I 型裂纹尖端场的一个近似解

对 I 型裂纹
,
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,
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三
、

塑性应力强度因子的分析与计算

1
.

分析

本文上面所得的 I
,

I型裂纹尖端场的近似解
,

只是在理想归一化条件下得出的
.

平面

应变条件下的真实裂纹体在外载作用下
,

其尖端场的渐进解应为
t “’

口‘,
(
r ,

0)二口
, K

o a ‘,
(
r ,

口
, n
) (3

.

1)

“ ,
(
r ,

0)二 [ a (1 一
v Z

)口
,
/ E 〕K : e‘,

(
r ,

0
, ,
) (3

.

2)
. ‘(

r ,

0)= 〔a (1 一
, 2

)a
,
/ E ] K 二u ‘(

r ,

0
, ,
) (3

.

3 )

其中
,

丙 , , 匀 , , “‘
均为第一部分所得的近似解

.

K
。

被称为塑性应力强度因子
.

K
,

的计算意义很大
,

是建立判据和进行工程应用的基础
.

文〔4〕用线弹性的应力强度因

子在小范围屈服条件下的修正“ ‘,
来替代 K

, ,

这个结果在小范围屈服条件下 是 适 用 的
,

但

H R R 理论本身是不受屈服范围限制的
,

如何进行一般情况下的 K
,

的计算
,

作者还未见到
.

钱伟长教授在〔1 1〕中分析了奇异点的处理问题
,

并提出了一个叠加奇异项的有限元法
,

计算了 夏型裂纹的静应力强度因子
,

该法 在整个域 内只用一种类型的单元
,

并将已知的奇异

性解引入位移列阵
,

这样不但计算简单
,

又无疑能提高精度
,

计算实例证明是一个成功的经

验 ‘川
。

文〔1 2〕
、

〔1 3〕分别将〔1 1〕的工 作推广到一 般平面问题和 动载问题
.
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这里将进一步将此法推广到非线性领域来计算塑性应力强度因子
。

2
.

平面应变 I型裂纹塑性应力强度因子的计算

对一厚度为 1的裂纹体
,

令其位移列阵为

{田}二 {u } + {f } (3
.

4 )

其中诸符号意义为
:

( 1 ) {f }是有 限元位移法计算中普通的位移列阵
,

对每个单元
,

可表示成

{f }= 〔N〕{占}
e

(3
.

5 )

其中
,

伯}
’

为单元的节点位移列阵
,

仁N 〕为形态矩阵
,

均与一 般有限元计算中的列阵相 同
.

( 2 ) {u }是 I型裂纹尖端场弹塑性近似解中的位移列阵
.

由(3
.

3 )及(2
.

4 4 )~ (2
.

4 5 )式

得

{u } = 〔S
“

」K 二
, ,

(3
.

6 )
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卜
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应用几何位移关系
,

则应变 列阵为
:

‘·‘一〔〔B 〕〔S
·

〕〕
{

{占}

K 孟
/ ” } ( 3

.

1 0 )

其 中〔B〕为一 般有限元计算中的几何矩阵
.

e o 吕么0
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4 6 ) 一 ( 2
.

4 7 ) 式
,

s i n 艺
口 一 s i n 口e o 吕0

仁S
,

〕二
a J ,

( 1 一 , “

)
: 一 ”

“ ’‘ ”
’

E 〔5 i n 2
8 e o s ;

8 s i n se o s口

2 5 z n o e o s日 一 Zs i n oc o s o e o 台: 0一 s i n 念0

有

〕
〔己

,

〕 ( 3
·

“ ,



裂纹尖端场弹塑性分析的加权残数法及塑性应力强度因子的计算 1 0 6 3

、...eeesseee..weraeswelse月V
「。 「

, _ 、 _ _ _

2 + ” 。 , _
. 、 _

n

一嘴刀
一、LZ + 扑 )C V 吕 二一丁一口一 t 乙 + ” )C O S ; 一下一

k
一

L
’ 一

1 十 月
一 r

1
.

十 n

“

〕
+ , (”一 ‘)“o “ 月

1 + 称

、 (, 、 。,
)e o 。

碧
o 一 3 C 。 s 、

l
一
e飞

1 十 打 J

f 。 「
, _

.

、 _

2 + ” 。

弓刀
:
l气Z 十 称 )C O S 百 - ~

万 廿

气
一

L
一 厂

1 十 刀

一 (2 + ”)e o s
n

l + ”

”

卜
2‘。一 ‘, c o “

价、
”

[ e ,〕二
1

(1 +
。
)
2

+ (1十 2·)。0 5 卫洁
一

”一 3 e 。:

态
“

}

乡{
。,

〔
一 (4 + 2 ·)s ‘n

羚翼
“一 (2

· + ‘, C O s

择、
“

〕
+ (一 3 0 2 一 2 。+ 1 )。, n

书摺
e+ 3(卜一

2 。)s ‘n

击
“

十 4(
。一 1 )。, n

态
“

}
(3

.

1 2 )

再由应力
、

应变关系
:

‘{占}
’、

笼。}= 〔[ D
e , 〕 〔S

,

〕〕弓 卜
“

K
。 夕

(3
.

1 3 )

其中〔D
。 ,〕为幂强化材料平面应变的弹塑性矩阵
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.

将整个区域划分为若干单元
,

则(3
.

1 6 )式化为
:

弓({
。

,

‘△·, ’‘a , d“
·

)
一
军({

:
。

‘△。“p ‘d s
·

)
将(3

.

9)
,

(3
.

1 0)及(3
.

13 )代入(3
.

1 7 )式
,

有

乙({
一

〔〔* : 〔s
。

: 〕· [〔D
。 , : 〔又 z〕己。

。

不{d }
‘

飞)
。 、 J g

, “

K
,

厅

(3
.

1 7)

一
写(I

:
。

〔〔N 〕〔S
·

〕〕’‘p , d s
·

) (3
.

1 5 )

且p:

军(
〔、

·

〕
{臀})

一

军(「p
·

〕,一
(3

.

l sa )

〔B 〕全〔D
。 ,

〕

[ S
。

] , [D
。 , 〕

「B 〕少〔S
,

〕

[ S
一

〕, [ S
,

〕
]
d“

·

(3
.

1 9 )
rse
l
.

L

幻

r

l
J

一一
门J

其中
:

[K

为单元刚度矩阵
.

[尸
。

〕一 !
_

「
J S

。
L

[ N 〕, {P }

〔S
。

〕, {P 卜
}
d s

(3
.

2 0 )

为单元载荷矩阵
。

解方程(3
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,

即可得平面应变 I型裂纹的塑性应力强度因子K
。

及俏}
’ .

3
.

平面应变 I 型裂纹塑性应 力强度因子的计算
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四
、

结 束 语

本文以幂强化材料
、

平面应变为例
,

系统地提出了一种对裂纹尖端场进行弹塑性分析的

加权残数法
,

和计算塑性应力强度因子的 叠加有限元法
.

该方法具有理论概念明确
,

计算简

洁
、

可行等优点
,

进一步完善和推广
,

可形成工程中较为实用的方法
.
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Abstra c t

In this p a p e r , a w e ig h t e d r e sid u a l m e th o d fo r th e e la s t ie 一Pla s tie a n a lysis n e a r

a e r a c k tip 15 sy , te tn a tie a lly g iv e 公 b y t a k in g th e 皿 o d e l o f p o w e r 一 la w h a r d e公玉n g

u n d e r p la n e s tr a in e o n d itio n a s a s a m p le
.

T h e e la s tie 一p la s tie s o lu tio n s o f th e e r a ck

tip fie ld a n d a n a p P ro a e五 b a s e d o n the s u p e r p o s itio n o f the n o n lin e a r fin ite e le rn e n t

, e th o d o n th e co m p le te s o lu t io n in t h e , h o le c r a c k b o d了 f ie ld
,

to c冬Ic u la t e the

p la s t ic s t r e s s in te n s ity fa e to rs , a r e a ls o d e v e lo p e d
.

T 五e
r e fo re , a e o m p le t e a红 a ly s协

b a s e d o n the e a lc u la t泛o n b o th fo r th e e r a ek tip f ie ld a n d fo r the w h o le e r a ek b o d y

f ie ld 15 p r o v id e d
.

K e y w o r d : fr a e t u r e m e e h a n ics
, S t r e s s in t e n s ity fa e t o r ,

w e ig h te d r e s id u a l m e th o d
,

e r a c k tiP fie ld


